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Lời NGƯỜI DỊCH 


Quyển sách "Giải một bài toân như thế nào ?" nguyên bản bằng tiếng 
Anh, đã được dịch ra nhiều thứ tiếng và được độc giả các nước hết 
sức hoan nghênh. Một nhà toán học nổi tiếng là Vanđơ Vacđen 
(Vander Varden) đã phát biểu : "mỗi học sinh, mỗi sinh viên, mỗi nhà 
bác học và đặc biệt mỗi nhà giáo đều nên đọc kĩ quyển sách này”. 
Câu nói này có một ý nghĩa rõ rệt : để đọc và hiểu quyển sách này về 
đại bộ phận, chỉ cần có kiến thức phổ thông về toán (lớp chín). Tuy 
nhiên, về mặt lí luận thì sách này có thể đáp ứng cho mọi trình độ. 

Rất tiếc là chúng tôi không có nguyên bản tiếng Anh, mà chỉ cô các 
bản dịch tiếng Nga và vài thứ tiếng khác. Các bản dịch này nhiều khi 
về chỉ tiết lại không phù hợp hoàn toàn với nhau, do đó chúng tôi 
cũng đã gặp phải một số khó khăn nhất định, cũng vì vậy mà so với 
bất cứ bản dịch nào (bản dịch tiếng Nga chẳng hạn) thì bẳn dịch này 
cũng có nhiêu điểm khác. Mong bạn đọc hiểu cho điều đó. 


Trong khi dịch, chúng tôi có lược đi một số mục không quan trọng 
hoặc nếu đặt vào bản dịch tiếng Việt thì hoàn toàn vô nghĩa. 

Rất mong các độc giả chỉ bảo cho những điều thiếu sót của chúng tôi 
trong bản dịch này. 


LỜI TỰA _ 


Một phát minh khoa học lớn cho phép giải quyết một vấn đề-lớn, nhưng ngay cả trong việc 
giải một bài toán cũng có ít nhiều phát minh. Bài toán mà †a giải có thể là bình thường, nhưng 
nếu nó khêu gợi được trí tò mò và buộc †a phải sáng tạo và nếu tự mình giải được bài toán nào 
đó thì ta sẽ có thể biết được cái quyến rũ của sự sáng tạo cùng niềm vui thắng lợi. - 


Những tình cảm nhu vậy đến một tuổi nào đó, có thể khuấy động sự ham thích công việc trí 
óc và mãi mãi để lại dấu vết trong cá tính của người làm toán. 

Thành thử người thầy dạy toán có rất nhiều thuận lợi. Nếu nhu người thầy dùng tất cả thời 
gian cho học sinh làm những bài tập tầm thường, thì sẽ làm cho học sinh mất hết hứng thú, trở 
ngại cho việc:phát triển trí tuệ,của các em và như vậy người thầy đã không biết sử dụng những 
thuận lợi của mình. Nhưng nếu người thầy khêu gợi được trí tò mò của học sinh bằng cách đua 
chỏ học sinh những bài tập phù hợp với trình độ, giúp học sinh giải các bài toán bằng cách đặt ra 
câu hỏi gợi ý, thì người thầy có thể mang lại cho học sinh hứng thú của sự suy ĐÓ, độc lập và 
những phương tiện để đạt được kết quả. : : 

Người học Sinh cũng có những thuận lợi đặc biệt. Tất nhiên, những thuận lợi này sẽ mất đi 
nếu người học sinh xem toán học như là một môn học mà sau ki thi cuối cùng thì càng quên 
nhanh càng Tốt. Ngay đối với một học sinh ít nhiều có khiếu về toán, những thuận lợi đó cũng có 
thể mất di bởi vì cũng như những người khác, bản thân người học sinh đó phải tụ thấy được năng 


khiếu và sở thích của mình. Mà nếu như không bao giờ ăn bánh nhân đậu thì ta không thể biết. 


được là mình có thích thứ bánh đó không. Nhưng có thể là ta sẽ phát hiện ra rằng một bài toán 
cũng hấp dẫn như một trò chơi ô chữ, hay một công việc trí óc căng thẳng cũng có thể xem như 
một trận đấu:bóng hào hứng. Chừng nào mà người học sinh đã thích thú toán học thì khó mà 
quên được môn đó và rất có thể là toán Học sẽ chiếm một vị trí nhất định trong cuộc đời của anh 
ta. Anh ta cũng có thể yêu toán một cách tài tủ, hoặc sử dụng toán làm công cụ trong công tác 
chuyên môn, hoặc cũng có thể lấy đó làm nghề nghiệp hay tham vọng chính của đời mình. 


Tác giả nhớ lại hổi còn là một sinh viên có khá nhiều tham vọng, khao khát muốn hiểu biết 
thấu đáo toán học và vật lí. Anh sinh viên đó đã nghe nhiều buổi nói chuyện, đọc nhiều sách và 
đã cố tìm hiểu các cách giải và những sự kiện đã trình bày, nhưng có một câu hỏi luôn luôn ám 
ảnh anh ta "cách giải này đúng thật, nhưng làm thế nào để có thể nghĩ ra một cách giải khác 2? 
Sự kiện này đã được kiểm nghiệm, nhưng làm thế nào để phát hiện ra những sự kiện như vậy ? 
Và làm thế nào để tự mình phát hiện ra được ?". Khi tác giả dạy toán ở một trường đại học, luôn 
_ hi vọng rằng một trong số sinh viên giỏi của mình sẽ đặt ra những câu hỏi tương tụ và mình sẽ cố 
làm thoả mãn sự tò mò của họ. Chính vì cố tìm hiểu không phải cách giải một bài toán này hay 
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bài toán khác, mà còn cả những lập luận cùng quá trình giải toán, đồng thời giải thích những lập 
luận và quá trình đó, mà tác giả đã viết cuốn sách này. Mong răng cuốn sách có thể giúp cho 
các nhà giáo có mong muốn phát triển khả năng giải toán của học sinh cũng như giúp các học 
sinh muốn phát triển khả năng giải toán của mình. | 

Tuy cuốn sách này đặc biệt đáp ứng những đòi hỏi của học sinh và các thây dạy toán, nó 
cũng có ích cho những ai muốn hiểu đường lối và các phương tiện dẫn tới những sáng kiến và 
phát minh. Mặt khác, vấn đề này cũng được rất nhiều người quan tâm đến. Những cột'mà các 
báo và tạp chí phổ thông dành cho các trò chơi ô chữ và những câu đố khác chứng tỏ răng có | 
nhiều người đã bỏ thì giờ để giải những bài toán không có lợi ích thực tế. Sau cái mong muốn giải 
một bài toán cụ thể có thể còn có một sự tò mò sâu sắc, một sự mong muốn hiểu được những 
đường lối và phương tiện, lập luận và quá trình dẫn tới cách giải. 

Cuốn sách này được soạn một cách khá gọn gàng và đơn giản, là kết quả của một sụ 
nghiên cứu lâu dài và nghiêm †úc các phương pháp giải toán ; việc nghiên cứu các phương pháp 
này là đối tượng của "nghệ thuật phát minh" bây giờ không còn thịnh hành nữa nhưng một thời 
đã rất thịnh hành và rất có thể có nhiều triển vọng sau này. Trong khi nghiên cứu các phương 
pháp giải toán, chúng tôi đã thấy một hình thái thú hai của toán học. Thực vậy, toán học có hai 
mặt, vùa là khoa học chặt chẽ của Ơclit nhưng đồng thời cũng còn là một cái gì khác nữa. Toán 
học trình bày theo lối Ơclit là một khoa học hệ thống suy diễn. Nhưng toán học trong quá trình 
hình thành là một khoa học thực nghiệm, quy nạp. Cả hai hình thái đó đều lâu dài cũng như bản 
thân toán học. Tuy nhiên, hình thái thứ hai về một phương diện nào đó, là một điều mới đổi với 
chúng ta. Không bao giờ người ta trình bày cho học sinh và cả thầy giáo cũng như quần chúng 
đông đảo một kiến thức toán học đúng y như trong quá trình phát sinh của nó. - 


Đối tượng của "thuật" liên quan chặt chẽ với nhiều ngành khoa học khác, nhiều bộ phận 
riêng biệt của nó có thể xem không những chỉ thuộc về toán học mà còn thuộc: về kiến thức sư 
phạm và cả triết học nữa. Tác giả tuy biết rõ là có thể có những lời phê bình thuộc-lĩnh vực các 
môn khoa học nói trên và có ý thức rất rõ về khả năng hạn chế của mình, vẫn cỏ thể tự hào một 
điều là bản thân có một số kinh nghiệm nhất định về việc giải toán và việc dạy toán cho nhiều 
trình độ khác nhau. : 

Đối tượng của cuốn sách này sẽ được xét Kĩ và chỉ tiết hơn trong một cuốn sách cùng tác giả 
"Toán học và những suy luận có lí" đã được dịch sang tiếng Việt. 

Chúng tôi xin cảm ơn rất nhiều các bạn đồng nghiệp đã khuyến khích và hết lòng giúp đỡ 
chúng tôi trong nhiều năm viết cuốn sách này. 


Trường vưi học Stanford 
GŒ.POLYA 
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Toàn bộ nội dung của sách này xoay quanh một bẩng'những câu hởi và lời 
khuyên (gơi ý). Bảng này được in ở cuối sách. Tất cả các câu hỏi hay lời khuyên 
(gợi §) rút ra từ bảng này đều in nghiêng ; chúng ta sẽ gọi tắt bảng đó là "bảng" 
hay "bảng: của chúng ta". | 


Chúng ta sẽ xét chỉ tiết mục đích của bảng, chứng tỏ rằng các ví dụ về lợi ích 
thực tế có thể rút ra được từ bảng đó như thế nào, giải thích những khái niệm và 
những quá trình suy luận dựa vào đó để thành lập bảng. Để giải thích sơ bộ, có 
thể nói vắn tắt như sau, nếu chính bạn cần đến những câu hỏi, lời khuyên này và 
biết cách sử dụng chúng, thì chúng có thể giúp bạn giải bài toán của mình. Nếu 
bạn cần đến những câu hỏi và lời khuyên Tế cho một học sinh của bạn thì bạn có 
thể giúp em đó giải bài toán. 


sách này chia làm ba phần. 


Phân thứ nhất lấy tên là "Trong lớp", gôm 20 mục. Dẫn chứng lấy ở các mục 
Khi đều được đánh số bằng chữ in đậm nét, chẳng hạn "mục 7". 


- Các mục ] —Š xét về mục đích của bằng trên những nét tổng quát nhất. Các 
mục 6 — 17 giải thích thế nào là "những phẩn chính", thế nào là "những câu hỏi 


chính”, rong những mục này có xét một ví dụ thực hành, mục I8 —20 chứa những 
ví đụ tiếp sau. 


Phần, thứ hai rất ngắn, lấy tên là "Giải một bài toán. _ thế nào". Phần này 
được viết dưới hình thức đối thoại : một người thầy trả lời những câu hỏi ngắn của 
một học sinh, cả hại thầy và trò đêu í nhiều được lí tưởng hoá. 


Phần thứ ba là phần lớn nhất, lấy tên là "Tự điển con" ; sau này ta sẽ gọi tắt 
là ”T điển". Nó gôm 64 mục sắp xếp theo thứ tự vân chữ cái. Chẳng hạn ý nghĩa- 
của từ ngữ "thuật phát mình", được giải thích trong mục tương ứng của "tự điển" 
khi dẫn chứng ngay cả trong văn bản. Một số mục trong các mục mang tính chất: 
. đặc biệt hơn : những chỗ như vậy m trong dấu ngoặc vuông. Một số mục của "tự 
điển" liên quan chặt chế với phần thứ nhất, chúng bổ sung cho phẩn này bằng 
những mình hoạ và những lời bình luận chính xác hơn, những mục còn lại ít nhiều 
đêu có mặt trong khuôn khổ của phân thứ nhất, giải thích những nguyên lí cơ bản 


+ 


& 


nềm trong cơ sở của phần này. Mục "Thuật phát mình hiện đạt" đóng vai trò chủ 

chốt. Nó vạch ra mối liên hệ giữa các mục chính của "Tự điển" và dàn bài chung? 
nó gôm cả những chỉ dẫn về cách dùng những điểm đặc biệt khác của bảng vì tính ` 
muôn màu muôn về của những vấn đê nói tới trong các mục của tự điển, ở đây tự: - 
điển đã được quan niệm theo một dàn bài chung, có một số mục khá dài, dành cho 
việc tranh luận một cách có hệ thống, nhưng gọn gàng về một số vấn đề có tính 
chất chung. Những mục khác gồm những lời bình luận chính xác hơn, một số khác 
là những sự kiện lịch sử, những đoạn văn trích dẫn những câu châm ngôn và cả 
những mẩu chuyện Vui. „ 


Không nên đọc "Tự điển" nhanh quá, văn bản của nó thường ngắn gọn và súc 
tích. Độc giả có thể tưỳ ý sử dụng "Tự điển" để có thể biết một vấn đề nào đó. Nếu 
vấn đề đó nảy ra trong khi giải bài toán của mình hay của học sinh, thì việc tra 
“Tự điển" lại càng có ích. Chúng tôi nhiều lần nhắc tới "học sinh" và "người thầy" 
chúng ta sẽ hiểu "học sinh" là một học sinh trung học hay sinh viên đại học, hay 
bất cứ một người nào học toán. Cũng như thế, chúng ta sẽ 2 hiểu "người thầy" có thể 
là giáo viên trung học, đại học, hay bất kì một người nào quan tâm tới phương 
pháp giảng bài dạy toán. Tác giả khi thì dừng ở địa vị học sinh, khi thì ở địa Vị 
người thầy (thường dừng ở địa vị này, trong phần thứ nhất). Tuy nhiên, thông 
thường — nhất là trong phần thứ ba — quan điển của tác giả không phải là của 
người thầy cũng không phải là của học sinh mà là quan điểm của một người mong 
muốn giải được bài toán của mình. 





oto xếu HỌC ˆ 


MỤC ĐÍCH CỦA BẢNG 


1. Giúp đỡ học sinh 


Ghiúp-đỡ học sinh là một trong những nhiệm vụ quan trọng nhất mà người thầy 
nhất thiết phải làm. Nhiệm vụ đó không phải là đễ, nó đòi hỏi phải có thời gian và 
kinh nghiệm, sự tận tâm và những nguyên tắc đúng đắn. Người học sinh với sự nỗ 
lực của bản thân phải thu được càng nhiều càng tốt những kinh nghiệm làm việc 
độc lập. Nhưng nếu anh ta một mình đứng trước một bài toán mà không có một sự 
giúp đỡ nào, hay nhận được sự giúp đỡ quá ít, thì không thể tiến bộ được. Mặt 
khác, nếu thầy: giáo giúp đỡ nhiều quá thì học sinh sẽ chẳng còn gì phải làm. Thây 
giáo phải giúp đỡ một cách vừa phải, không nhiều quá, cũng không ít quá và làm 
sao để lại cho học sinh một phần công việc hợp lí. 

_ Nếu khả năng của học sinh bị hạn chế, thầy giáo ít nhất cũng phải làm cho học 
sinh có cảm giác rằng anh ta tự làm lấy. Do đó, sự giúp đỡ của thầy giáo cần phải 
kín đáo và không bắt học sinh phải lệ thuộc vào mình. 

ˆ Tốt nhất là giúp học sinh một cách tự nhiên. Thầy giáo phải đặt địa vị mình là 
một học sinh trước một vấn đề, cố gắng hiểu xem học sinh đó nghĩ gì, đặt một câu 
_ hỏi hay hướng dẫn các bước suy luận mà học sinh có thể tự mình nghĩ ra được. 


2. Câu hỏi, lời khuyên, cốc quó trỉnh suy luận 


_ Trong khi cố gắng giúp đỡ học sinh một cách có hiệu quả và tự nhiên, nhưng 
không bắt học sinh phải lệ thuộc vào mình, thầy giáo tất nhiên vẫn phải liên tiếp 
đề ra những câu hỏi và hướng dẫn các bước suy luận. Chẳng hạn, khi giải rất nhiều 
bài toán, cần đặt ra những câu hỏi cới gì là chưa biết ? Chúng ta có thể đặt câu hỏi 
đó bằng nhiều cách khác : “Người ta hỏi gì ? Anh muốn tìm gì ? Anh phải tìm 
những gì ?". Mục đích của những câu hỏi này nhằm buộc học sinh phải tập trung 
_8ự chú ý vào cái chưa biết. Đôi khi người ta đạt được kết quả đó một cách tự nhiên 
hơn bằng cách khuyên. Wfấy nhìn kĩ vào cái chưa biết. 


- 
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Câu hỏi và lời khuyên cùng có một mục đích chung nhằm gợi ý ra cùng một 
quá trình suy luận, chúng tôi nghĩ rằng việc tập hợp và sắp xếp những câu hỏi và 
_ những lời khuyên điển hình để giải những bài toán với các học sinh là rất tiện lợi. 
Bảng mà chúng tôi trình bày gồm những câu hỏi và lời khuyên chọn lọc và sắp xếp ¡ 
cần thận. Nếu độc giả đã làm quen với bảng tới mức có thể thấy được một hành 
động khuyên bảo ẩn sau mỗi lời khuyên, thì độc giả sẽ thấy rõ rằng bảng trên 
gián tiếp nói đến những quá trình suy luận có lợi đặc biệt cho việc giải những bài 
toán. Những quá trình suy luận đó đã được ghi theo một trình tự thông thường nhất. 


3. Tính tổng quớt† 


Là một đặc trưng quan trọng của những câu hỏi và lời khuyên nằm trong bảng. 
Hãy lấy những câu hỏi : “Cái gì là chưa biết ? Cái gì đã cho biết ? Điêu kiện của 
bài toán là gì ?" Những câu hỏi đó được áp dụng một cách tổng quát, trong tất cả 
các loại bài toán đều có thể đặt ra những câu hỏi đó. Việc sử dụng chúng không bị 
hạn chế với bất kì một bài toán có nội dung cụ thể nào. Dù là một bài toán đại số 
hay hình học, một bài toán toán học hay phi toán học, lí thuyết hay thực hành, một 
bài toán nghiêm túc hay chỉ là một câu đố đơn giản thì cũng vậy, những câu hỏi 
vẫn có giá trị và có thể giúp ta giải bài toán. 

Thực ra thì cũng có sự hạn chế, nhưng nó không liên quan gì tới để bài toán. 
Một số câu hỏi, một số lời khuyên trong bảng chỉ áp dụng được cho “những bài 
toán về tìm tòi" mà không phải là những "bài toán về chứng minh". Đối với một _ 
bài toán loại sau, phải đùng những câu hỏi khác (xem những bài toán về tìm tồi, 
những bài toán về chứng minh). 


4. Lương tri 


Những câu hỏi và lời khuyên trong bảng đều tổng quát, ngoài ra chúng rất tự 
nhiên, đơn giản, biển nhiên và đều bắt nguồn từ lương tri thông thường. Xét lời 
khuyên : "Mấy xét kĩ cái chưa biết và hãy cố nghĩ tới một bài toán quen thuộc có 
cùng ẩn số hay có ẩn số tương tự". Lời khuyên đó khuyên anh làm cái việc mà lúc 
anh đói bụng thì anh muốn kiếm một thứ gì để ăn và anh nghĩ tới những cách quen 
thuộc để kiếm ra nó. Có khi anh gặp một bài toán dựng hình (dựng một tam giác 
_ chẳng hạn, anh nghĩ tới những cách thức thông thường để dựng một tam giác). Khi 
gặp một bài toán bất kì nào đó anh muốn tìm một cái chưa biết và nghĩ tới những 
cách quen thuộc để ầm một cái chưa biết thuộc loại này hay một cái chưa biết 
tương tự. Làm như vậy, anh đã theo đúng lời khuyên rút ra từ trong bảng. Anh đã 
đi đúng đường : lời khuyên là đúng, nó vạch cho anh một con đường để dẫn tới 
thành công. 


_ Tất cả những câu: hội trong. bảng đều tự nhiên, đơn giản, hiển nhiên, thể hiện 
Tương trị thông thường : nhựng. sự. ề hiện nà 
hỏi và lời khuyên của bảng: giúp:f fa:một, cách xử. trí, mà cách xử trí này, thì một 
người có ít nhiều lương trị, thực sự muốn giải bài toán một cách nghiêm túc, tự 
nhiên sẽ nghĩ đến. | 





Nhưng một người xử trí đúng nhữ vậy, thường không quan tâm tới việc mô tả 
chính xác cách xử trí của mình và sị thế là: Thông ‹ có khả năng làm, như wy bảng 
của chúng tôi sẽ thử cố làm việc đó. 





5. Thầy giáo vò học sinh. Sự bắt chước võ thực hỗnh 


Khi thầy giáo lấy một câu hỏi hay một lời khuyên từ trong bảng ra cho học 
sinh là nhằm hai mục đích : trước hết là giúp học sinh giải một bài toán cụ thể, sau 
nữa là phất triển những khả năng của học sinh để họ có thể tự lực giải những bài 
toán sau này. Kinh nghiệm chứng tỏ rằng các câu hỏi và lời khuyên của bảng nếu 
dùng đúng, thường giúp nhiều cho các em học sinh. Chúng có hai đặc điểm chung : 
lương tri và tổng quát. 


Vì thể hiện lương tri, nên chúng thường nảy ra một cách tự nhiên, các em tiệc 
sinh đều có thể nghĩ tới được. Vì tổng quát, nên chúng giúp đỡ không gò bó, mà 
chỉ vạch một hướng chung, để cho người học sinh còn nhiều việc phải làm. ` 

Tuy nhiên, hai mục đích mà chúng tôi vừa nói liên hệ mật thiết với nhau. Nếu 
như thực tế, người học sinh đạt được tới chỗ giải được bài toán của mình, thì từ đó 
em đó cũng phát triển luôn khả năng giải các bài toán nói chung. Vậy, không nên 
quên rằng, những câu hỏi và những lời khuyên của chúng tôi là tổng quát và áp 
dụng được cho nhiều trường hợp. Nếu dùng nhiều lần một câu hỏi, người học sinh 
sẽ chú ý đến nó một cách trực giác và em đó có thể tự đặt ra được câu hỏi trong 
những trường hợp tương tự. Nếu các em tự đặt được câu hỏi đó nhiều lần thì cuối 
cùng các em có thể rút ra được những ý kiến xác đáng. 

Nhờ sự thành công đó, học sinh dần dần sẽ khám phá ra cách dùng những câu 
hỏi và tới lúc này các em đã thực sự lĩnh hội được nó. 

N gười học sinh có thể nhớ một số những câu hỏi trong bảng tới mức độ là cuối 
cùng em có thể đặt được cấu hỏi đúng chỗ, đúng lúc và thực hiện một cách tự 
nhiên, có hiệu quả trong quá trình suy luận tương ứng. Người học sinh đó chắc 
chắn là đã rút ra được hết những cái lợi của bảng này. Người thây làm thế nào để 
đạt được kết quả tốt như vậy. 

Giải một bài toán là một nghệ thuật do thực hành mà có, cũng như việc bơi 
chẳng hạn. Vậy mà sự khéo léo thực hành lại đạt được bằng cách bắt chước và thí 
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nghiệm. Khi tập bơi, người ta bắt chước những động tác chân tay của những người 
khác để giữ cho đầu nổi trên mặt nước và cuối cùng người ta học bơi bằng cách tập 
bơi thực sự. Khi giải các bài toán cũng phải quan sất và bắt chước những cái mà 
người khác đã làm và cuối cùng thì nắm được nghệ thuật đó bằng cách làm những: - 
bài tập. Thầy giáo muốn phát triển khả năng giải các bài toán của học sinh thì phải 
khiến cho các em thích thú những bài toán và đảm bảo cho các em thật nhiều điều 
kiện học hỏi (bắt chước) và thực hành. - mm 

Nếu thầy giáo muốn phát triển những quá trình suy nghĩ của học sinh tương 
ứng với những câu hỏi và lời khuyên trong bảng thì cần phải đặt ra cho các em các - 
câu hỏi, nói với các em những lời khuyên, càng thường xuyên càng tốt nhưng phải 
sao cho tự nhiên. Mặt khác, khi giải một bài toán trong lớp, người thây giáo phải ít 
nhiều "đàn cảnh" những ý của mình bằng cách đặt ra cho mình những câu hỏi như 
khi giúp đỡ học sinh. Như vậy, người học sinh chắc chắn sẽ khám phá ra cách sử 
dụng những câu hỏi và những lời khuyên, các em sẽ thu được những kiến thức 
quan trọng hơn cả những kiến thức về một mệnh đề toán học riêng biệt nào đó. 


NHỮNG PHẦN CHÍNH CỦA BẢNG, NHỮNG CÂU HỎI CHÍNH 


ó. Bốn bước 


Để tìm cách giải, chúng ta phải thay đổi nhiều lần quan điểm và cách nhìn bài 
toán, chúng ta phải luôn luôn thay đổi vị trí. Thoạt đầu, quan niệm của chúng ta về 
bài toán rất có thể là không đầy đủ, quan niệm của chúng ta sẽ khác đi khi chúng 
ta đã thu được một số kết quả và còn khác đi nữa khi chúng ta sắp sửa nắm được 
cách giải. | | 

Đề sắp xếp những câu hỏi và lời khuyên được thuận lợi, chúng tôi phân biệt 
bốn bước trong quá trình giải một bài toán. Trước hết, phải hiểu bài toán, thấy rõ 
là phải tìm cái gì. Thứ hai là phải nắm được mối quan hệ giữa các yếu tố khác 
nhau của bài toán, giữa cái chưa biết với những cái đã biết để tìm thấy cái ý của 
cách giải, để vạch ra được một chương trình (để án). Thứ ba là Øc hiện cái 
chương trình đó. Thứ tư là nhờn lai cách giải đã thu được một lần nữa, nghiên cứu 
và phân tích nó. Mỗi bước đều có tầm quan trọng của nó. Có thể người học sinh 
ngẫu nhiên tìm thấy một ý chói lợi (một sáng kiến) và bố qua những công VIỆC 
chuẩn bị, đi thẳng tới cách giải. Những cái may như vậy tất nhiên là cần hoan 
nghênh, nếu không có một ý hay nào trong đầu mà bỏ qua một trong bốn bước thì 
kết quả có thể là chẳng ra gì. Kết quả xấu nhất sẽ xảy ra nếu người học sinh lao 
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LK ông hiểu bài toán. Nói TT chỉ để ý 
Hạn hệ bản chất, không lập. được một 







m NT cách thứ lại từng bước khi TT 
hiện chương trình. Một phần lớn những kết quả hay của bài toán có thể mất đi, nếu - 
học sinh CHỜ xem xét lại, không nghiên cứu và phân tích lại cách giải bài toán. 


Học KHHỲY có thế: tránh dc những. S41:l ì 





- Hiểu cách đặt bởi loán 


Thật là ngờ nghệch nếu muốn trả lời một câu hỏi mà mình không hiểu và à thật 
là đáng buồn nếu - 'phải làm việc cho một mục đích mà mình không muốn đạt tới. 
Tuy nhiên, những chuyện đó vẫn thường thấy ở trong cũng như ở ngoài nhà trường 
và thầy- giáo-phải cố làm sao cho những sự việc đó không xảy ra trong lớp mình. 
Học sịnh trước hết phải hiểu bài toán, nhưng như thế chưa đủ, mà còn phải h¿ưn 
thích giải bài toán đó. Nếu như người học sinh còn có chỗ chưa hiểu hay chưa 
ham thích, thì không phải bao giờ anh ta cũng có lỗi, bài toán phải được chọn lọc, 
không khó quá cũng không dễ quá và cần phải bỏ thời gian nào đó để trình Mi bài 
toán được tự nhiên và lí thú. - 

Trước hết, đầu bài toán đọc lên phải dễ hiểu. Người thầy giáo có thể thử điều 
đó, trong một chừng mực nhất định, bằng cách để học sinh nhắc lại đầu bài và 
người học sinh phải tỏ ra là nhắc lại dễ dàng. Học sinh còn phải có thể chỉ ra được 
những phẩn chính của bài toán, cái chưa biết, những cái đã biết, điều kiện. Thành 
thử, người thầy giáo khó mà không dùng tới những câu hỏi : “Cới gì chưa biết ? 
Những cái gì là đã cho trước ? Điều kiện của bài toán là gì ?" | 

Người học. sinh phải xem xét những yếu tố chính của bài toán một cách 
chăm chú, nhiều lần và ở nhiều mặt. Nếu bài toán liên quan tới một hình vẽ, thì 
phải vế hình. .và chỉ ra cái chưa biết và những cái đã biết. Nếu cần phải gọi tên 
những. yếu: tố- đó, thì cân phải đưa vào những kí hiệu thích hợp, nếu đã chú ý 


chọn những kí hiệu. thích hợp, người học sinh sẽ nh để ý tới những yếu tố đòi đu 
_ hổi phải có:kí hiệu Tiêng. | 


Một câu hỏi khác có thể đề ra trong giai đoạn chuẩn bị này với điêu kiện 
không đòi hỏi một câu trả lời quyết định, mà chỉ là tạm thời, một giả định có thể 
thoả mãn điều kiện của bài toán không ? (Trong phần trình bày của phần II, ta sẽ 
chia.việc "Hiểu cách đặt bài toán" ra làm hai giai đoạn "Chúng ta làm quen với bài 

toán" và "Chúng ta đi sâu vào bài toán”).. 


8. Vĩ dụ 


Chúng ta minh hoạ một số điểm nói trên BấHp một ví dụ. Lấy một bài toán thật 
đơn giản : Tờn đường cháo của một hình hộp chữ nhật, biết chiêu dài, chiêu rộng' 
và chiều cao của nó. 

Để rút ra một điều bổ ích nào đó trong phần biện luận bài toán, người học sinh 
phải biết định lí Pi-ta-go và một số ứng dụng của nó trong hình học phẳng, nhưng 
có thể không cần nhiều kiến thức có hệ thống trong hình học không gian. Ở đây, 
người thầy chỉ cần dựa trên những hiểu biết thông thường của học sinh về những 
quan hệ trong không gian. Có thể khiến bài toán trở nên lí thú bằng cách làm cho 
nó được cụ thể. Thực vậy, lớp học là một hình chữ nhật có thể đo được, ước lượng 
gần đúng được kích thước các chiều, học sinh phải tìm, "phải đo gián tiếp" đường 
chéo của lớp học. Người thầy chỉ cho biết chiều dài, chiều rộng và chiều cao của 
gian phòng, chỉ rõ đường chéo của gian phòng bằng một động tác và làm cho hình 
vẽ trên bảng được sinh động bằng cách nhiều lần trở lại nhìn ngắm lớp học. 

Cuộc đối thoại giữa thầy giáo và học sinh có thể bắt đầu như sau : 

“Cái gì là chưa biết ?" 

“Độ dài đường chéo một hình hộp chữ nhật”. 

"Những cái gì đã cho biết ?" 

"Chiều dài, chiều rộng và chiều cao của hình hộp”. 

“Hãy đưa vào một kí hiệu thích hợp". Ta kí hiệu cái chưa biết bằng chữ gì ? 


HH 


X 

"Em chọn những chữ nào để chỉ chiêu dài, chiều rộng và chiêu cao ?". 

Sa 0y G2 

“Cái gì là điều kiện liên hệ giữa a, b, c và x ?” 

"x là đường c9Ế6 của hình hộp chữ nhật ; a, b, c là chiều đài, chiều rộng và 

chiều cao của nó” 

"Bài toán có Si không ? ti muốn nói, điều kiện có đả để xác định cái 
chưa biếf không ?”. 

"Điều kiện là đủ. Nếu biết a, b, c thì biết được hình hộp. Nếu hình hộp được 
xác định thì đường chéo của nó cũng được xác định". 


9. Đề ra một chương trình 


Chúng ta có được một chương trình khi chúng ta ít nhất biết được trên những 
nét lớn là phải thực hiện những phép tính, những suy luận những phép dựng hình 
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nào để tìm được cái chưa biết. T 
một chương trình, cọn. đường € 

việc giải bài Ä‡Gấn Íà đề Tả đợc cãi ý Giác nhờ 'tằnH. ý này có thể thành hình 
dần dân. Hoặc là sau những lần thử dường ñhử không:eó kết quả và rhững do dự 
kéo dài, bỗng nhiên như một ánh chớp, người ta có được một "ý chói lọi", một 
sáng Kiến. Cách tốt nhất mà người thầy có thể giúp học sinh là đưa anh ta tới cái ý 
chói lọi đó một cách không gò bó. Những câu hỏi và lời khuyên mà chúng tôi vừa 
nói nhằm mục đích làm nảy sinh ra những ý như vậy. Để có thể đặt mình ở địa vị 
người học sinh, người thầy phải nghĩ tới những kinh nghiệm của bản thân mình, 
nhớ lại những khó khăn và những thành công của mình trong việc giải các bài 
toán. Hiển nhiên là chúng ta đều biết rằng khó mà có được một ý hay khi mà bản 
thân mình hiểu biết quá ít đối tượng và hoàn toàn không thể có được một ý hay khi 
mình không biết gì về đối tượng đó. Những "ý hay" dựa trên kinh nghiệm đã-trải 
qua và dựa trên những kiến thức mới có. Một cố gắng đơn thuần của trí nhớ không 
đủ để làm nảy ra một ý hay, nhưng cũng không thể có một ý hay nếu không nhớ 
tới một số những sự việc liên quan tới vấn để. Chỉ có mỗi vật liệu, không thể làm 
được một cái nhà, nhưng không thể làm được một cái nhà mà không cần thu thập 
những vật liệu cần thiết. Những vật liệu cần thiết cho việc giải một bài toán toán 
học là một số những chỉ tiết đặc biệt của những kiến thức đã có từ trước như những 
bài toán đã giải, những định lí đã chứng minh, thành thử, khi bắt đầu công việc thì 
một điều rất thích đáng là đặt câu hỏi sau : Anh có biế† một bài toắn nào gần giống 
với bài toán của anh không ? 

Cái khó là nói chung có vô số bài toán có thể liên quan tới bài toán của chúng 
ta, tức là có những nết chung với bài toán đó. Làm thế nào để chọn được một hay 
một số bài thực sự có ích cho việc giải bài toán hiện tại. Đây là lời khuyên cho 
phép ta khám phá ra một nết chung có tính chất cốt yếu : Hjấy xét cho kĩ cái chưa 
biết và thử nghĩ tới một bài toán quen thuộc đối với anh cũng chứa cái chưa biết 
đó hay một cắt chưa biết tương tự. | 

Thật là may mắn nếu chúng ta nhớ ra được một bài toán đã giải, liên hệ chặt chế 
với bài toán trước mắt. Bây giờ, chúng ta hãy cố gắng tận dụng cái may mắn đó. 

Đây là một bài toán gần giống với bài toán của anh và đã được giải rồi. Ảnh 
có thể dùng được bài toán đó làm gì cho bài toán mới này không ? 

Những câu hỏi trên đây, nếu hiểu Kĩ và suy nghĩ Kĩ, thường giúp cho quá trình 
suy diễn được trọn vẹn và đúng đắn. Nhưng Hệ phải bao giờ cũng như vậy vì 
đó không phải là những phép thánh. 

Khi đó, chúng ta cần tìm một điểm tiếp xúc khác và khảo sát mọi hình thái có 
thể có của bài toán. 
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- Anh có thể phát biểu bài toán một cách khác không ? 
Một số câu hỏi trong bảng gợi cho chúng ta một số phương tiện đặc biệt để 


biến đổi bài toán, như là sự tổng quát hoá, sự cá biệt, cách dùng sự tương tự, cách. . 


bổ qua một phần điều kiện của bài toán ... tất cả những chỉ tiết đó đều quan trọng 
nhưng lúc này chúng ta chưa thể xem xét chúng. Một sự sửa đổi bài toán có thể 
dẫn tới một bài toán phụ thích hợp với trường hợp của ta- Nếu anh không giải được 
bài toán đã cho, thì trước hết hãy thử giải bài toán gần giống nó. 

Bằng cách thử dùng những bài toán hay những định lí đã biết, bằng cách xét 
những biến đổi khác nhau có thể, bằng cách thử nghiệm những bài toán phụ khác, 
chúng ta có thể bị lạc xa bài toán ban đầu và có nguy cơ hoàn toàn không thấy lại 
được nó nữa. Chính khi đó, câu hồi có ích này đưa chúng ta trở về bài toán ban đầu. 


Anh đã dùng hết những cái đã cho chưa ? Anh đã dùng hết điều kiện chưa ? 


10. Ví dụ 

Chúng ta trở lại ví dụ đã xét ở mục 8, chúng ta đã dựng bài toán này khi mà 
học sinh đã bắt đầu hiểu bài toán và tỏ ra thích thú về nó. Bây giờ có thể là học 
sinh đã có những ý kiến riêng, những sáng kiến nào đó. 

Nếu người thầy, sau khi chăm chú quan sát toàn lớp, không thể phát hiện ra 
một dấu hiệu nào về sáng kiến trong học sinh của mình, thì cần tiếp tục đối thoại 
với họ. Người thầy phải sẵn sàng nhắc lại, bằng cách thay đổi chút ít, những câu 
hỏi mà học sinh không trả lời được cũng như phải sẵn sàng chịu đựng sự 1m lặng 
của học sinh (biểu thị dưới đây bằng những chấm chấm). 

"Em có biết một bài toán nào gần giống với bài toán này không ? 

"ấy xét kĩ cái chưa biếH Em có biết một bài toán nào cũng có cái chưa biết 
này không ?” 

“Trong bài toán này, cái chưa biết là gì ?”. 

"Đường chéo của hình hộp”. 

"Em đã gặp một bài toán nào cũng có cái chưa biết này không ?" 

"Không, em chưa giải một bài toán nào về đường chéo của một hình hộp. ` 

“Em đã gặp một bài toắn nào cũng có cái chưa biết tương tự như vậy không _ 


.... ` HH kc..-Y.-.e 


lim) 






"Tất nhiên bị em n đã giải 
của tam giác vuông". lân | 

“Rất đúng. Đó là một bài toán gần giống bài toán hiện tại và em đã giải rồi. 
Em có thể dùng nó làm gì không ?" s 

“Hấy nhìn đây, bài toán mà các em nhớ được đó có liên quan tới một tam 
giác. Trong hình vế các em có thấy tam giác nào không ?". 

Chúng ta hi vọng rằng lời gợi ý này đủ 
rõ ràng để.làm nảy ra cái ý về cách giải, là 
làm xuất hiện một tam .giác vuông (gạch 
chéo trên hình 1) mà đường chéo phải tìm đà 
cạnh huyền. 


Tuy nhiên, người thầy cần phải chuẩn bị 
cả trường hợp mà câu gợi ý chưa kéo được 
học sinh ra khỏi "điểm chết", khi đó người 
thầy phải sẵn, sàng dùng một loạt những câu 
gợi ý ngày một rõ ràng hơn. 





_ Hình 1 


“Em có muốn làm xuất hiện trong hình vế một tam giác không ? Em muốn làm 
xuất hiện một tam giác loại nào ?". 

“Các em vẫn chưa từn được đường chéo ? Nhưng các em đã nói là biết cách 
_ từn cạnh của một tam giác. Vậy thì các em phải làm gì ?". 

“Các em có thể từn đường chéo nếu nó là cạnh của một tam giác không ?". 

Khi mà cuối cùng, với sự giúp đỡ của thầy, học sinh đã làm xuất hiện được 
phần tử phụ có tính chất quyết định (tam giác vuông gạch chéo trên hình 1) thì 
người thầy trước khi khuyến khích họ lao vào những tính toán thực sự, phải biết 
chắc rằng học sinh của mình đã thấy được sau đấy phải làm gì. 
"Tôi nghĩ rằng, việc chúng ta vẽ tam giác đó là đúng. Bây giờ các em có một 
tam giác, nhưng các em đã có cái chưa biết chưa ?". 


“Cái chưa biết chính là cạnh huyền của tam giác vuông. Em có thể tính được 
nó bằng định lí Pi-ta-go". 


“Điều đó đúng nếu như đã biết độ dài của những cạnh kia. Nhưng các em đã 
biết chưa ?”. 


* 
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- "Một trong những độ dài đó đã cho trước. Còn độ đài kia, em nghĩ rằng tìm nó 
không phải là khó. Thực vậy, cạnh kia chính là cạnh huyền của một tam giác 
vuông khác”. ` | 

"Rất đúng. Tôi thấy rằng bây giờ các em đã có một chương trình rồi”. 


- 11. Thực hiện chương trïnh _ 


Đề ra được một chương trình tìm được ý của cách giải không phải là đễ. Muốn 
đạt được kết quả, đồi hỏi phải có nhiều điều kiện : những kiến thức có sẵn, những 
thói quen suy nghĩ, sự tập trung và cả sự may mắn nữa. Thực hiện chương trình thì 
dế đàng hơn-nhiều, ở đây đòi hỏi chủ yếu là sự kiên nhẫn. 

Chương trình chỉ vạch ra những nét tổng quát. Chúng ta phải bảo đảm cho 
những chỉ tiết phù hợp với những nét tổng quát đó. Do đó, phải kiên nhẫn khảo sát 
lân lượt từng chỉ tiết một cho tới khi tất cả đều rõ ràng, không còn có những chỗ 
mơ hề, có thể che giấu một sự sai lầm. 

Nếu người học sinh thực sự đề ra được chương trình thì khi đó người thầy có 
thể nghỉ ngơi chút ít. Điều tai hại là người học sinh có thể quên mất chương trình. 
Điều này đễ dàng xảy ra nếu người học sinh nhận được chương trình từ bên ngoài, 
do người thầy đem đến cho. Nhưng nếu như người học sinh tự mình động não tìm 
lấy chương trình dù cho có sự gợi ý và nếu em đó đề ra được cái ý cuối cùng một 
cách thoải mái, thì em đó sẽ không để gì quên chương trình đó. 

Tuy nhiên, người thầy cần đòi hỏi học sinh £hử lại môi một chi tiết của 
chương trình. 

Chúng ta có thể tin chắc vào sự đúng đắn của một chỉ tiết trong sự lập luận chắc , 
chắn hoặc bằng "trực giác" hoặc bằng '1ôgic”. Chúng ta có thể tập trủng sự chú ý để 
xác nhận một chỉ tiết cho đến khi không còn mảy may nghỉ ngờ về sự đúng đắn của 
nó. Chúng ta còn có thể làm sáng tỏ điều chúng ta quan tâm bằng cách suy diễn 
theo những quy tắc lôgic (sự khác nhau giữa trực giác" và "chứng minh lôgic" khá 
là rõ ràng trong nhiều trường hợp quan trọng ; còn sự khảo sát sâu xa hơn về vấn đề 
này, ta dành cho các nhà triết học). Vấn để quan trọng là người học sinh phải tin 
chắc vào sự đúng đắn của mỗi chỉ tiết. Trong một số trường hợp, người thầy cần 
nhấn mạnh sự khác nhau giữa "thấy" và chứng minh. #zm có thấy rố rùng chỉ tiết này 


là đúng không ? Nhưng em có thể chứng mình rằng nó là đúng không ? | 


12. Ví dụ 


Chúng ta trở lại bài toán mà chúng ta đã để lại ở cuối mục 10. Cuối cùng, 
người học sinh đã có ý về cách giải. Em đó đã tìm thấy tam giác vuông mà cái 
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chưa biết x là cạnh huyền, một:cạnh là chiều cao cho, trước: c, còn cạnh kia là 


đường chéo của mặt đáy hình hộp. Ciần,chú đi đề;học sinh.địa vào một cách kí hiệu 
thích hợp. Em cần chọn y để biểu điễn cánh kia, tức là đường chéo của mặt đáy có 
các cạnh là ø và b. Em đó có thể quan niệm rõ ràng hơn về cách giải của bài toán 
2 ấ 1 ^” KỆ A+ H4 + 2x T3, CA li XXZwgn ha Ba ^ZZÔ qử H . 

ở chỗ làm xuất hiện một bài toán phụ mà ẩn số là y. Sâu hết, lần lượt xét hai tam 


giác vuông (xem hình 1), ta có thể viết : 


+ 


x2 =y? To. 
Xà < „2 cứ” 
từ đó, khử biến phụ y, ta có : 
| | x=a2+b?+cC 


x= Na? + b2? + c2 


Người thầy không có lí đo gì làm học sinh phải ngừng lại nếu anh ta thực hiện 
tốt các bước đó, nhưng có thể khuyên các em / gi từng bước một. Chẳng hạn, có 
thể hỏi : | 

Em có thấy rõ tam giác mà các cạnh là x, y và c là lam giác vuông không ?" 

Với câu hỏi đó, người học sinh sẽ trả lời rất thật thà là “có”, nhưng em đó sẽ 
rất lúng túng nếu người thầy không thoả mãn với sự tin chắc trực giác đó mà tiếp 
tục hỏi : 

"Nhưng em có thể chứng minh rằng' tam giác đó chính là một tam giác 
vuông không ?". | 

Tốt hơn hết là người thây đừng đặt câu hỏi đó nếu như trong lớp chưa thực sự 
thành thạo về hình học không gian. Và ngay trong trường hợp học sinh đã quen 
với hình học không gian, người ta vẫn ngại rằng việc trả lời một câu hỏi đột ngột 
như vậy là một khó khăn chính đối với đa số học sinh. 


I3. Phân tích cách giỏi . 


Ngay cả những học sinh giỏi cũng vậy, sau khi đã tìm thấy lời giải và trình 
bày sáng sủa lí luận của mình cũng đều có xu hướng gấp sách lại và làm việc khác. 
Lầm như vậy, em đó đã bỏ mất một giai đoạn quan trọng và rất bổ ích cho việc 
học hỏi. Nhìn lại cách giải tìm ra, khảo sát và phân tích lại kết quả và con đường 
đã đi, các em có thể củng cố những kiến thức của mình và phát triển khả năng giải 
các bài toán. Một người thây giỏi phải hiểu và làm cho học sinh hiểu rằng không 
có một bài toán nào là hoàn toàn kết thúc. Bao giờ cũng còn lại một cái gì để 
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suy nghĩ. Có đầy đủ kiên nhẫn và chịu khó suy nghĩ sâu sắc, ta có thể hoàn thiện 
cách giải và trong mọi trường hợp, bao giờ cũng hiểu được cách giải sâu sắc hơn. 

Bây giờ học sinh đã thực hiện chương trình. Các em đã biết lời giải, thử lại 
mỗi bước lập luận và có nhiều lí do chính đáng để tin rằng cách giải của mình là ' 
đúng. Dẫu sao thì vẫn có thể có nhầm lãn, nhất là trong trường hợp lí luận dài và _ 
quanh co. Do đó, việc thử lại là cần thiết. Đặc biệt là nếu như có một phương tiện 
nhanh chóng và trực quan để thử xem kết quả hay sự lập luận có đúng không thì 
không được bỏ qua. Em có thể thử lại kết quả đó không ? Em có thể thử lại sự lập 
luận đó không ? : 

Để tin chắc vào sự tồn tại của một vật hay chứng minh rằng vật đó có một tính 
chất nào đó, chúng ta nhìn nó, sờ vào nó, thích thấy được nó bằng hai giác quan 
khác nhau. Cũng như vậy, chúng ta cũng muốn tin chắc vào điều xác nhận của 
chúng ta bằng hai cách chứng minh khác nhau : “Ezn có thể có được kết quả bằng 
một cách khác không ?“. Cố nhiên, chúng ta thích một lí luận ngắn và đơn giản 
hơn là một lí luận đài và phức tạp : Em có thể nhìn thấy ngay điều đó không ? 

Một trong những nhiệm vụ quan trọng hàng đầu của người thầy là không được 
làm cho học sinh có ấn tượng là những bài toán không có quan hệ gì với nhau và 
nói chung không có quan hệ gì với phần còn lại của vũ trụ. Chúng ta có thể m 
thấy sự liên hệ của bài toán này với những bài toán khác khi chúng ta nhìn lại cách 
giải bài toán đó. ẵ 

Học sinh sẽ thấy rõ rằng việc nhìn lại cách giải như vậy là thực sự bổ ích nếu 
như các em đã cố gắng một cách chân thực để tìm ra lời giải đó và nếu như các em 
có ý thức là đã làm việc có kết quả. Khi đó, học sinh muốn thấy được là sự cố 
gắng đó có thể mang lại cho mình một cái gì khác và cần phải làm gì để những lần 
- sau cũng thu được kết quả tốt như vậy. Em có thể dùng kết quả và phương pháp đã 
tìm ra cho một bài toán khác không ? 


14. Ví dụ 


Ở mục 12, cuối cùng học sinh đã có được cách giải : nếu ba cạnh của một hình 
hộp chữ nhật, cùng xuất phát từ một đỉnh là ø, b, c thì đường chéo sẽ 


bằng” + bˆ + c7 Š 1 

Em có thể thử lại kết quả đó không ? Người thây không thể chờ đợi một câu 
trả lời thoả đáng ở những học sinh ít kinh nghiệm. Tuy nhiên, người học sinh cần 
phải sớm biết rằng những bài toán "bằng chữ" rất có lợi cho những bài toán hoàn 
toàn bằng số. Bài toán "bằng chữ" thì kết quả có thể thử bằng nhiều cách mà một 
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bài toán bằng số ta không .làm đ được Ví dụ của ch ứng fa tuy'đơn giản nhưng cũng 
chứng mình được điệu; đó Dưatf lá,djg IR ¡ th Ử ó thế‹ đặt ra nhiệu câu hỏi 
mà học sinh có thể dễ dàng trả có. trong lúc chỉ một câu trả lời "không" 
cũng đủ chứng tô có một sạ1 lầm. nghiêm | trọng, tròng kết quả.. 
























Em có dùng hết tất cả những cái cho biết trước không ¡ ? Tất cả uibWồ! cát cho 
biết trước a, b, c có mặt trong công thức tính đường chéo không ? 


"Chiên đài, chiêu rộng và chiều cao đóng một vai trò như nhau tr ong bài toán 
của chúng ta, bài toán đối xứng với a, b, c. Vậy, trong công thức tính đường chéo 
từn được, a, b và c đóng vai trò đối xứng không ? Công thức có gi# nguyên khi đổi 
chỗ a, b, c, với nhau không ? 


"Bài toán của chúng ta là một bài toán trong không gian phải từn đường chéo 
một hình hộp chữ nhật cho biết kích thước các chiêu là a, b, c. Nó cũng tương tự 
như một bài toắn hình học phẳng : tìm đường chéo của một hình chữ nhật cho biết 
các cạnh a và b. Kết quả bài toán trong không gian của 1 chúng ta có tương tự với 
kết quả bài toán trong mặt phẳng không ? 


"Nữi chiêu cao c giảm dần và mất hẳn, hình hộp trở thành hình chữ nhật. 
Nếu trong công thức ta lấy c = 0, ta có thu được công thức đúng cho đường chéo 
của hình chữ nhật không ?" 


"Nếu chiêu cao c tăng lên, đường chéo cũng tăng lên. Từ công thức, chúng ta 
có suy ra được điều đó không ?. "Nếu ba chiêu a, b, c của hình hộp tăng theo cùng 
một tỉ lệ thì đường chéo cũng tăng theo tỉ lệ đó. Nếu trong công thức, ta thay a, b, 
c, theo thứ tự bằng 100a, 100b, 100c, biểu thức của đường chéo cũng phải nhân 
lên với 100. Có đúng như vậy không ? 


"Nếu a, b, c đo bằng mát, công thức cũng cho ta độ đài của đường chéo tính ra 
mét, nhưng nếu ta tính các độ đài ta cen-ti-met, công thức vẫn đúng. Có-thực như 
vậy không ?“ (Hai câu hỏi sau cùng thực chất là tương đương ; xem mục nói về thứ 
nguyên). Những câu hỏi trên có lợi về nhiều mặt. Trước hết, một học sinh thông 


minh có một ấn tượng rõ rệt là công thức của chúng ta có thể kiểm tra lại được. 


bằng rất nhiều cách. Trước kia, anh ta tin chắc rằng công thức đó đúng vì anh ta đã 
lập công thức đó rất cẩn thận. Nhưng bây giờ, lòng tin của anh ta càng tăng thêm. 
vì lòng tỉn đó bắt nguồn từ một nguyên nhân khác, thuộc về loại "tất nhiên thực 
nghiệm". Như vậy, nhờ những câu hỏi trên, những chỉ tiết của công thức mang 


một ý nghĩa, mới, một sợi dây nối liền giữa chúng với những sự kiện khác. Do đó, .. 


có nhiều khả năng để công thức khắc sâu vào trí nhớ và những kiến thức của học. 
sinh nhờ đó được củng cố. Sau hết, người ta dễ dàng sửa đổi những câu hỏi đó và 


đem đẳng cho: những bài toán khác tương tự. Với một kinh nghiệm nào đó trong 


khi ERạ những bài toán cùng loại, một học sinh thông minh có thể thấy được 
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những ý chung nằm trong những câu hỏi đó, tức là sử dụng tất cả những cái đã cho : 
biết trước, biến đổi những cái đã biết, sử dụng sự đối xứng, sự tương tự. Nếu em 
nào có được thói quen tiến hành sự khảo sát theo những hướng đó, thì điều đó có. . 


_ nghĩa là em đó đã có một bước tiến căn bản trong nghệ thuật giải các bài toán. 


Em có thể thử lại cách lập luận không ? Trong những trường hợp khó khăn và 
quan trọng có thể cần thiết phải thử lại cách lập luận-từng bước một. Nói chung, 
chỉ cần chọn một số điểm "mấu chốt” để thử lại. Trong trường hợp của chúng ta có 
thể khuyên nên xét thêm một vấn đề phụ, không lí thú lắm, là khi nào thì bài toán 
không có lời giải. Em có thể chứng minh rằng tam giác có các cạnh là x, y và c là 
một tam giấc vuông không ? (xem cuối mục 12). Em có thể đàng kết quả hay 
phương pháp giải này cho một bài toán khác không ? 

Sau một vài ví dụ, khi học sinh đã tự tin ở sức mình thì các em có thể tìm thấy 
dễ dàng các ứng đụng mà thực chất là các thể hiện cụ thể của bài toán đặt dưới 
dạng trừu tượng. 

Chính người thầy đã dùng sự giải thích cụ thể đó khi lấy phòng học thay thế 
cho hình hộp trong bài toán. Một học sinh ít có khiếu về toán, có thể đề nghị tính 
đường chéo của phòng ăn thay cho lớp học. Nếu học sinh không nghĩ được gì hơn 
nữa, thì người thầy có thể đặt ra một bài toán hơi khác, chẳng hạn : "Biết chiều 
dài, chiều rộng và chiều cao của hình hộp chữ nhật, tìm khoảng cách giữa tâm và 
một trong những đỉnh của nó”. 

Khi đó học sinh có thể dùng kế quả của bài toán họ vừa giải xong bằng cách 
nhận xét rằng khoảng cách phải fìm bằng nửa đường chéo họ vừa tính được. Hoặc 
là họ có thể đùng phương pháp làm xuất hiện trong hình vẽ những tam giác thích 
hợp (trong trường hợp này, cách làm sau kém phần hiển nhiên và không hay 
bằng). Sau ứng dụng đó, người thầy có thể xét bốn đường chéo của hình hộp và 
sấu hình chóp mà sáu mặt là các cạnh bên. Khi trí tưởng tượng của học sinh đã 
được thức tỉnh, người thầy cố thể quay lại câu hỏi của mình : “Chúng ta có thể 
dùng kết quả hay phương pháp này cho một bài toán khác không ?”. Bây giờ thì có 
nhiều khả năng là học sinh có thể ìm được một sự giải thích cụ thể bổ ích hơn, 
chẳng hạn như : 

"Người ta cần đựng một cột cao 8m tại tâm của một mái nhà phẳng hình chữ 
nhật dài 21m, rộng 16m. Để giữ cột cần bốn dây cáp dài bằng nhau, các dây cáp 
đều xuất phát từ một điểm cách ngọn cột 2m và chăng tới bốn góc mái. Hồi chiều 
đài của mỗi dây cáp ?". 


Học sinh có thể dùng phương pháp của bài toán mà các em đã giải một cách 
chi tiết bằng cách làm xuất hiện một tam giác vuông trong mặt phẳng thẳng đứng 
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và một tam giác vuông kháo;Iron mặt:phấr Tắm : ngạng. Hoặc là các em có thể 
dùng kết guả:bằãg:eáchftểofEF #a một hình hộp, thết nhật mà đường chéo x là 
một trong bốn dây cấp, còn cắc cạnh lì T2yY (- cược 


.# = TÚ, 5 ĐK Số TC 
_Áp dụng trực tiếp công thức, ta có : x= 14,5. 


Những ví dụ khác sẽ được nêu ra trong mục : “z: có thể dùng kết quả để làm 
-øì không ?"..- 


15. Những phương phớp khóc nhau 


Chúng ta lại tiếp tục nghiên cứu bài toán đã xét ở những mục 8, 10, 12 và 14. 
Công việc chủ chốt là việc đề ra được chương trình đã nói tới trong mục 10. Chú ý 
rằng, người thầy có thể làm theo một cách khác, xuất phát điểm như ở mục 10, 
người thầy có thể đặt ra những câu hỗi như sau : “#Zn có biết bài toán nào gần 
giống với bài toán này không ?*". 

"Em có biết bài toán nào /ơng t¿ không ?". Em thấy rằng bài toán đặt ra cho 
em là một bài toán hình học trong không gian. Em có thể nghĩ ra một bài toán 
hình học tương tự nhưng đơn giản hơn trong mặt phẳng không ? 

“Bài toán của em có liên quan tới một hình trong không gian, tới đường chéo 

của một hình hộp chữ nhật. Đối với một hình trong mặt phẳng thì bài toán tương tự 
- sẽ như thế nào ? Ta phải xét đường chéo của hình gì ?" 


"Hình chữ nhật'. 

Giả sử học sinh rất chậm hiểu, thờ ơ và không thể: nghĩ trước điều gì, thì cuối 
cùng dù muốn hay không, em đó cũng phải tham dự vào việc giải bài toán tới một 
_ chừng mực nào đó, dù là rất ít. Ngoài ra, nếu học sinh quá chậm hiểu, thì người 
thầy không : nên bắt đầu với bài toán về hình hộp mà không cho chuẩn bị trước 
bằng Đài toán tương tự về hình chữ nhật. 


Bảy BiỜ, có thể tiếp tục như sau : 


"Đây là một bài toán gần giống với bài toán hiện tại mà em đã giải rồi. Em có 
thể đùng nó để làm gì không ?”. | 

"Em phải thêm vào đó một phần tử phụ nào để có thể dùng được r 1/151 5 

Cuối cùng; người. thầy có thể dẫn dắt học sinh tới cái ý cần thiết. Cái ý đó là 


quan niệm đường chéo của hình hộp đã cho như đường chéo của một. hình chữ 
nhật nào đó (thiết diện của hình hộp với mặt phẳng đi qua hai cạnh đối). Cái ý này 


về thực, chất cũng là cái ý trước (mục 10) nhưng cách làm thì khác. Ở mục 10, 
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thông qua cái chưa biết, ta thiết lập sự tiếp xúc với những kiến thức đã có của học - 
sinh, học sinh nghĩ tới một bài toán mình đã giải vì rằng cái chưa biết của các em 


cũng là cái chưa biết của bài toán đang giải. Trong mục này, chính sự tương tự đã 
làm nảy ra cái ý của cách ĐIẢI1. Là 


1ó. Phương phốp hỏi của thầy gio 


Như chúng ta đã trình bày trong những mục 8, 10, 12, 14, 15 thực chất là như 
sau : bất đầu bằng một câu hỏi tổng quát hay một lời khuyên lấy trong bảng, sau 
đó, nếu cần thiết, đi dần từng bước tới những câu hỏi chính xác và cụ thể hơn cho 
tới khi tìm thấy câu hỏi gợi ra được cách giải trong đầu học sinh. Nếu như phải 
giúp học sinh thực hiện cái ý của mình, thì cũng bắt đầu bằng một câu hỏi tổng 
quát hay một lời khuyên lấy trong bảng, sau đó, nếu cần thiết đi tới một câu hỏi 
đặc biệt hơn và cứ tiếp tục như vậY- Bảng của chúng tôi, hiển nhiên chỉ dùng cho 
phần lớn những trường hợp đơn giản, nhưng rõ ràng là còn có thể được hoàn thiện 
hơn. Tuy nhiên, vấn để quan trọng là lời khuyên bảo ban đầu phải đơn giản, tự 
nhiên và tổng quát và bảng phải đủ ngắn gọn. 

Những lời khuyên phải đơn giản và tự nhiên, như vậy thì mới dễ sử dụng. Lời 
khuyên phải tổng quát, nghĩa là không phải chúng chỉ áp dụng được cho bài toán 
đang xét mà là áp dụng được cho những bài toán thuộc đủ các loại sao cho chúng 
góp phần làm phát triển z:hng khả năng của học sinh chứ không phải chỉ một kĩ 
xảo riêng biệt nào đó. 

Bảng phải ngắn sao cho có thể thường xuyên nhắc lại những câu hỏi mà không 
thấy giả tạo ngay cả trong nhiều trường hợp khác nhau. Như vậy thì cuối cùng, học 
sinh có thể thấm nhuần những câu hỏi đó và các câu hỏi này sẽ góp vào việc phát . 
triển một ¿hói quen của trí óc. | _ 

Cần thiết phải đi đân tới những lời khuyên mỗi lúc một chính xác hơn để học 
sinh có thể tự làm được nhiều việc chừng nào hay chừng ấy. 

Cách hồi không cứng nhắc chút nào và đó là một ưu điểm của nó vì ở đây mọi 
hệ thống có tính chất máy móc, giáo điều đều không tốt. Phương pháp của chúng 
tôi có ít nhiều linh hoạt co giãn, nó thừa nhận nhiều cách đề cập đến bài toán 
(mục 15) có thể cần thiết phải áp dụng các câu hỏi đó sao cho chúng có thể vào 
thẳng trong đầu học sinh. Nếu độc giả muốn thử dùng phương phấp của chúng tôi 
ở trong lớp học thì cần phải thận trọng. Cần phải nghiên cứu kĩ ví dụ ở mục 8 và 
những ví dụ sau này ở các mục 18, 19 và 20. Cần phải chuẩn bị chu đáo những ví 
dụ đã chọn ra, đồng thời phải xết đến nhiêu cách khác nhau đề cập bài toán. Bắt 
đâu bằng một vài lần thử, sẽ thấy được là nên sử đụng phương pháp như thế nào, 
học sinh tiếp nhận phương phấp đó ra sao và cần một thời gian bao nhiêu. - 


2) 


17. Câu hỏi tốt và côu hỏi tồi :,......... 








-Hiểu rõ phương pháp đặt câu ©Rồ phép ta đánh giá một 
số lời khuyên học sinh khi giúp các em giải bác: Ta trở lại tình hình như ở 
đầu mục 10, khi đã đặt câu hỏi : Zz có biết một bài ioáp nào gân giống với bài 
toán của em không ? Nhưng cũng có thể, với chủ ý giúp học sinh, người thầy dùng 
một câu Hỏi khác thay thế cho câu hỏi trên : Ezm có thể ắp dụng định lí Đi-ta-go ở 
đây được không ? Dù là có thiện ý, một câu hỏi như vậy thật tai hại. Chúng ta hãy ˆ 
tìm hiểu những điều kiện trong đó câu hỏi được đặt ra, khi đó ta sẽ thấy rõ có cả 
một loạt những trở ngại chống lại sự giúp đỡ theo kiểu đó. Thực vậy : | 
1) Nếu học sinh đã gần tìm ra cách giải, các em có thể hiểu được lời khuyên 
nằm trong câu hỏi trên, nhưng trong trường hợp ngược lại, rất có thể người học 
sinh hoàn toàn không thấy được mục đích của câu hỏi. Thành thử câu hỏi chẳng 
giúp ích gì cho học sinh trong khi các em cần sự giúp đỡ hơn lúc nào hết. 
- 2) Nếu học sinh hiểu lời khuyên, các em sẽ khám phá ra tất cả và sẽ chẳng còn 
phải làm gì nhiều. | 
__ 3) Câu hỏi có tính chất quá đặc biệt. Ngay như nếu người học sinh có thể dùng 
nó để giải bài toán đã cho, em đó sẽ không rút ra được điều gì cho những bài toán 
sau này. Câu hỏi không có gì bổ ích. | s 
4) Ngay cả khi người học sinh hiểu lời khuyên, em đó có thể khôrig hiểu được 
tại sao thây giáo lại có ý nghĩ đặt ra câu hỏi đó. 
Và người học sinh làm thế nào để tìm ra được một câu hỏi như vậy ? Câu hỏi 
đó đến một cách đột ngột, không tự nhiên giống như con thỏ mà nhà ảo thuật lấy 
trong mũ ra. Nó không bổ ích gì. Còn với phương pháp nói trong mục 10 hay trong 
mục 15, ta không hề gặp phải một trở ngại nào trên đây cả. 


NHỮNG VÍ DỤ KHÁC 
- 18. Bài toän dựng hình 

Dựng một hình vuông nội tiếp trong một tam giác, sao cho hai đính của hình 
vuông nằm trên cạnh đáy của tam giác, còn hai đỉnh kia nằm trên các cạnh còn lại 
của tam giấc. 

“Cái gì là chưa biết ?" 

"Một hình vuông” 

"Những cái gì đã biết ?" 
2Á: « 
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"Một tam giác, có vậy thôi” 
- "Điều kiện của bài toán là gì ?" 
"Bốn đỉnh của hình vuông phải nằm trên chu vi của tam giác, hai đỉnh trên' 
cạnh đáy, còn hai đỉnh theo thứ tự trên hai cạnh kia". 


k) 


"Có thể thoả mãn được điều kiện của bài toán không ?" 

"Em nghĩ rằng được, nhưng chưa biết chính xác.. 

"Bài toán đối với em không phải là dễ. Nếu em không giải được nó, thì trước 
hết hãy thử giải một bài toần cùng loại. Em có thể làm thoả mãn một phần của các 
điều kiện không ?”. 

"Nhưng một phần của các điều kiện nghĩa là thế nào ?' 

"Đây nhé, các điển kiện được đặt ra cho mọi đỉnh của hình vuông có tất cả 
bao nhiêu đỉnh ?” 

"Bốn đỉnh” 

"Một phần của các điêu kiện sẽ đặt ra không phải cho cả bốn đỉnh, mà cho một 
số đỉnh ít hơn, em hấy giữ lại một phần các điều kiện thôi và bỏ qua phần còn lạt”. 

"Phần các điều kiện nào dễ thoả mãn nhất ?" 

"Có thể vẽ được dễ đàng một hình vuông mà hai đỉnh nằm trên chu vi hình 
tam giác và ngay cả một hình vuông mà ba đỉnh nằm trên ba cạnh của tam giác”. 

"Hãy vẽ hình đi” 

Người học sinh vẽ hình 2. 


Hình 2 Hình 3 


"Eym chỉ giữ lại một phần các điều kiện và đã bỏ qua phần còn lại. Bây giờ, 
cái chưa biết được xác định đến chừng mực nào ? ” 


4) 


"Hình vuông không được xác định nếu nó chỉ cẻ ba đỉnh nằm trên ba cạnh của 
tam giác”. 

“Đúng. Hãy vẽ hình!" 

Học sinh vẽ hình 3. 


) 


“Như em đã nói, hình vuÔng không t xác đinh bởi phân các điều kiện mà 


em giá lại. Nó có thể biến đổi 707 ihế nào : = | 





1Ý Y eo mngeeeseeeedexs“eoedoeeseeeeeeed+ee° 


“Em đã có ba đỉnh của hình VHÔng . nằm T, ện n chủ ` vi của 2 tam giác, còn đỉnh thứ 
tư thì chưa đúng chỗ của nó. Như em đã nói, hình Vuông đó không xác định, nồ có 
thể thay đổi, do đó, đình thứ tư có thể dời chỗ. Nó phải đời chỗ nhự thế nào P" 


hd dadaa.----.... ...... ốc 


“Em hãy thử thí nghiệm xem. Hãy vẽ những hình vuông khác có ba đình trên 
ba cạnh giống như hai hình vuông vừa vẽ. Vẽ những hình vuông nhỏ và to. Em thử 
xem quỹ tích của đỉnh thứ tự là gì ? Đỉnh thứ tư dời chỗ như thế nào khi hình 
vuông thay đổi ?" 


Người thầy đã dẫn học sinh rất gần tới ý của cách giải. Nếu học sinh đủ trình 
độ đoán nhận rằng quỹ tích của đỉnh thứ tư là một đường thẳng thì anh ta đã giải 
được bài toán. 


19. Bởi toán chứng minh 


Hai góc nằm trong hai mặt phẳng khác nhau nhưng mỗi cạnh của góc này thì 
song song và càng chiêu với cạnh tương ứng của góc kia. Chứng minh rằng, hai 
sóc đó bằng nhau. 

Đây là một trong những định lí cơ bản của hình học không gian. Có thể ra bài 
toán này cho những học sinh có ít nhiều kinh nghiệm về hình học phẳng và biết 
được những kiến thức sơ bộ về hình học không gian. (Định lí mà chúng tôi vừa 
phát biểu và sắp chứng minh thực ra là mệnh đề thứ 10 trong tập XI của Ơclit). 
Chúng tôi sẽ in nghiêng không những các câu hỏi và lời khuyên lấy từ trong bảng 
mà còn cả những câu hỏi và lời khuyên khác tương ứng với chúng, chẳng hạn 
những "bài toán về chứng minh" tương ứng với những "bài toán về tìm tồi". 
(Chúng tôi đã lập sự tương ứng đó một cách có hệ thống trong mục những bài toán 
về tìm tồi, những bài toán về chứng minh 5, 6). 


“Giả thiết của định lí là gì ?" : 


"Hai góc nằm trong hai mặt phẳng khác nhau. Mỗi cạnh của gốc này thì Song 
song và cùng chiều với cạnh tương ứng của góc kia". 


“Kết luận của định lí là gì ?" 
“Hai góc đó bằng nhau". 
“Hãy về hình và đưa vào các kí hiệu thích hợp”. 
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về 


*w 


Học sinh vẽ hình, giống như hình 4 
và chọn những chữ cho hình vẽ với một 


Ê 
Ty Ầ C 
sự giúp đỡ ít nhiều của thầy giáo. A 
_ "Giả thiết của định lí là gì ? Hãy 
phát biểu nó bằng cách dùng những kí B NB 
hiệu đã ưa vào”. C Ậ C 


"BÁC và BA'C' nằm trong những À 
mặt phẳng khác nhau. Ta có 4 /J AP' và ị 


AC /J A'C”. Ngoài ra, AB cùng chiều với... B B 
A“PB' và AC cùng chiều với AC“ ˆ: 
"Kết luận của định lí là gì ?". Hình 4 Hình 5 


“ BAC = B`A'C # 

"Hấy xét kĩ kết luận và thử nghĩ tới một định lí quen thuộc có cùng một kết 
luận như vậy, hay một kết luận tương tự”. 

"Nếu hai tam giác bằng nhau thì các góc tương ứng bằng nhau đôi một”. 

"Rất đúng. Đó là một định lí có liên quan tới bòi toán của em và đã được 
chứng mình. Em có thể dùng nó để làm gì không ?” 

“Em nghĩ rằng có thể, nhưng chưa thấy rõ phải làm thế nào ?". 

"Có cân phải äưa vào một phần tử phụ để có thể dùng được định lí trên không ?" 

"Đây nhé! Định lí em vừa phát biểu rất đúng đó liên quan tới những tam giác, 
một cặp tam giác bằng nhau. Trong hình về của em, có các tam giác không 2" 

"Không, nhưng em có thể làm xuất hiện được. Em nối B với Œ và B' với C”“ 
Khi đó, em có hai tam giác ABC và A8 'C”' (Hình 5). 

"Đúng, nhưng những tam giác đó đàng để làm gì ?" 





- "Dùng để chứng minh kết luận của định lí là các góc BAC và B'A'C' 
bằng nhau". 


"Đúng, nếu như đó là điễu em muốn chứng mình thì em cẩn tới những tam 
giác như thế nào ?” | 


"Những tam giấc bằng nhau. Vâng, đúng thế, em có thể chọn B, C, HC 
sao cho : 


AB =A'B' và AC =A'C' 


"Rất đúng. Bây giờ, em muốn chứng mình cái gì ?”. 


27. 


Em muốn chứng minh hai tam giác đó bằng nhau : 


Nếu chứng minh được điều đó ?thì suy ra ngay được kết luận BÁC = B'A'C"". 
cà =_ "sẻ... nề ï ` : 

“Rất khá! Em đã có một cái đích mới là đi chứng mình một kết luận mới. Hãy k 
xết kĩ kết luận và thử nghĩ tới một định lí quen thuộc đối với em có càng một kết 
luận như vậy, hay có một kết luận tương tự”. | 

Hai tam giác bằng nhau nếu ba cạnh của tam giác này bằng ba cạnh tương 
ứng của tam giác kia". _ mm" | 

“Đáng, ở đây bất cứ một định lí nào khác đêu không sử dụng được. Đây lại là 
một định lí có liên quan tới bài toắn của em và đã được chứng mình. Em có thể 
dùng nó để làm gì không ?". 

“Có, nếu như em biết được BC = BC". 

“Đáng. Vậy mục đích bây giờ là gì ?". 

Hãy thử nghĩ tới một định lí quen thuộc có cùng một kết luận tương tự". 

_"Em biết một định lí, kết thúc bằng : "... khi đó hai đoạn thẳng bằng nhau". 

Nhưng nó không phù hợp với trường hợp này. | 

“Em có cẩn đưa vào một phần tử phụ để có thể dùng được định lí đó không ?". 

“Đây nhé, làm thế nào mà chứng mình được BC = BC” trong khi không có một 
quan hệ nào trong hình vẽ giữa BC và B'C”", 

“Em đã dùng tới giả thiết chưa ? Giả thiết của bài toán là gì ?". | 

“Chúng ta giả sử rằng AB //A'B, AC//A'C. Em phải dùng tới giả thiết đó". 

“Em đã tận dụng toàn bộ giả thiết chưa ? Em nói AB JI A'B' đối với AB và A'B' 
có phải em chỉ biết có thế thôi không ?". | | 

Không, AB còn bằng A'E' theo cách dựng. Những đoạn thẳng đó song song. b 
và bằng nhau. AC và A'C' cũng vậy". | ._Ắ€ 

“Hai đoạn thẳng song song và có độ dài bằng nhau". _ _ . | ` 


“Đó là một hình có ích lợi. Em đã gặp ở đâu chưa ?". 
“Đúng rồi! Ỡ hình bình bành! Em nối A với A', B với B' và C với C", 


_Y đó được. Bây giờ trong hình vẽ của em có bao nhiêu hình bình hành tất cả ?". 
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D) 


"Hai, không phải, ba, không phải, có hai. Em muốn nói có hai hình mà ta có 
thể chứng tỏ ngay là hình bình hành. Còn một hình thứ ba cũng có vẻ là hình bình 
hành. Em hi vọng rằng có thể chứng minh nó đúng là hình bình hành và khi đó là 
chứng minh xong”. = 


Ngay những câu trả lời trước cũng đã giờng' tỏ em học sinh đó là thông n minh. 
Đến nhận xét cuối cùng này thì điều đó không còn nghi ngờ gì nữa. 


Em học sinh đó có khả năng đoán nhận một kết quả toán học và phân biệt tổ 
ràng được việc đoán nhận và việc chứng minh. : 

Em đó cũng đã hiểu rằng cái mà người ta đoán nhận có thể ít nhiều thừa nhận 
được. Học sinh đó đã thực sự biết sử dụng những kiến thức toán học ; em đó đã có 
một kinh nghiệm thực hành nhất định trong việc giải các bài toán, có thể tìm ra và 


khai thác đến cùng một ý hay. 


20. Bồi toắn xắc định vộn tốc của một quó trinh 


Nước chảy vào một bình chứa hình nón với một vận tốc r ( thể tích nước chảy 
vào trong một đơn vị thời gian ). Bình chứa có dạng một hình nón tròn xoay trục 
thẳng đứng, đỉnh quay xuống dưới, bán kính đáy bằng a, chiêu cao hình nón bằng 
b. Tờn vận tốc mực nước dâng lên tại thời điển mà độ cao của cột nước bằng y. 


Tìm giá trị bằng số của nó nếu a = 4m, b = 3m, r = 2m (phút, y = 1m. 

Giả thiết rằng học sinh đều biết những quy tắc đơn giản của phép tính vi phân 
và khái niệm "vận tốc biến thiên” của những đại lượng biến đổi. 

"Những cái gì đã cho biết P" ˆ _ 

“Bán kính đáy của bình nón a = 4m ; chiều cao của hình nón b = 3m ; vận tốc 


nước chảy vào trong bình r = 2m” /phút và độ cao của cột nước tại một thời điểm 
xác định y = lm'. 


"Đúng. Đầu bài toán như ãä khuyên ta nên tạm thời 
để những giá trị bằng số sang một bên và lí luận bằng 2 
những chữ, biểu diễn cái chưa biết theo a, b, r, y và sau `... b 


, ẹ có A2 9 sa s2 __x—¬ 
cùng, khi đã có được biểu thức đại số của cái chưa biết —Z7 
sẽ thay những giá trị bằng số vào. Chúng ta làm theo N 
lời khuyên đó. Cái gì là chưa biết ?”. : 

"Vận tốc dâng lên của mực nước, khi chiều cao cột Hình 6 
nước bằng y". 
"Thế nghĩa là thế nào ? Em có thể diễn tả bằng cách nói khác không 2ˆ 


''Vân tốc biến thiên của chiều cao cột nước”. 
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- "Đúng; đó là vận tốc biến: ft} 


xo lạnh ki 


Em hãy trởlại định VU ghilấn 
"Vận tốc biến thiền của hà mi 


&n của y. Nhưng thế nào là "vận tốc biến thiên”. 
—...ốẮ.ñ _ : : 


“Đúng. Nhưng y có 2 phải là một hàm sô “Hhông ? 


Như chúng ta đã nói, chúng tả không để § tới giá trị bằng số của nó. . Em cô 
thể nghĩ rằng y biến thiên không ?" cIc = 


-"Có : y là chiều cao của cột nước, tăng lên theo thời gian". 
"Vậy y là hàm số của gì ?”. 
"Của thời gian t". 


"Tốt. Hấy đưa vào một kí hiệu thích hợp. Ta biểu diễn vận tốc biến thiên của y 
bằng kí hiệu toán học như thế nào ?". 


đi 
“Vƒ là gì?” 
"Là thể tích nước trong bình tại thời điểm t". 
đw 


+ Z ^ Thẻ .T đ đ ` : ~T\ ^A“_é r 
"Nát tốt. Vậy em cần biểu điên theo =n 4, b, ` và Vy. Em sẽ làm như thế nào ? 


"Nếu em không giải được bài toán này thì trước hết hãy thử giải một bài toán 
TẾ v2 t02/L000245 : hưng TT... nẽ... 
giống với nó. Nếu em chưa MỜ được mối quan hệ giữa =2 và những cái đã cho 
biết; hãy thử làm xuất hiện một mối quan hệ đơn giản hơn nhiều có thể dùng làm 
bàn đạp trong việc giải bài toán”. 


“Em không thấy có những quan hệ khác nữa sao ? Chẳng hạn, giữa y và V: có 
độc lập đối với nhau không ?” 

"Không, khi y tăng, V cũng tăng". 

“Vậy có một quan hệ giữa y và V. Quan hệ đó là gì 2”. 

"Vlà thể tích hình nón với chiều cao y. Nhưng em chưa biết bán kính đáy". 


xi HU đù sao thì cũng có thể xét được. Cho nó một cái tên nào đó, chẳng 
hạn x". 


bó 


30 


Tụ 


HỆ Z3ˆYu., 
3 ñ 

"Đúng. Nhưng em biết gì vềx ? x có phụ thuộc vào y không ?” 
"Có. Khi chiều cao y của cột nước tăng, bán kính x của mặt biến đổi cũng 
tăng theo". - 8 _ " 

"Vậy, giữa x và y có liên hệ với nhau. Mối liên hệ đó là gì ?”. 

"Đúng rồi. Suy từ những tam giác đồng dạng, ta CỐ : 

#2) sử SP 

"Thấy không, chúng ta đã tìm được một hệ thức nữa, phải cố lợi dụng nó. Nhớ 
rằng, chúng ta muốn biết một hệ thức giữa x và y". 

"Em CỐ : 


ca TU, 
nh 
xa? 2 
3p? 


ø là một cơ sở tốt để xuất phái, có phải 


"Rất đúng. Tôi cho rằng hệ thức cuối cần 
VĂAI 


không ? Nhưng không được quên TruẠc đích của chúng ta. Cái gì là chưa biết 


 -: 
"Cái chưa biết là —— " 
đí 


“Em: cần tìm một hệ thức giãn”, = và những đại lượng khác. Nhưng ở đây, 

em đã có một hệ thức giữa y, V và những đại lượng còn lại. Vậy phải làm gì ?" 

"Lấy đạo hàm! Đúng rồi! | | 
dV 7rd^y^ la 





cát 3p? _ dĩ 


Đó là lời giải". 


"Rất khá! Còn việc tính với những giá HỊ bằng số ?”. 


"Nếu a=4,b =3, ® —r=2,y=l thì khi đó : 


đt 
— 7.161 ấy, 
— 27 di 
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HẲN THỨ HAI 
GIẢI MỘT BÀI TOÁN NHƯ THẾ NÀO ? 


ĐỐI THOẠI 


1. Lm quen với bởi toán 


Tôi phải bắt đều từ đâu ? Hãy bắt đâu với đầu đề bài toán. 

Tôi có thể làm gì ? Phải thấy được toàn bộ bài toán, càng rõ ràng, sáng sủa 
càng tốt. Lúc này đừng quan tâm tới những chỉ tiết. 

Làm như thế, tôi được lợi gì ? Anh phải hiểu bài toán, làm quen với nó, phải 
thấm bài toán. Sự chú ý vào bài toán sẽ làm cho trí nhớ thêm mạnh và chuẩn bị 
cho việc tập hợp những vấn đề có liên quan. 

2. Đi sâu vào nghiên cứu bời toán 

Tôi phẩi bắt đầu từ đâu ? Tôi nhắc lại là bắt đầu với đầu đề bài toán. Bắt đầu 
cho tới khi nào bài toán đã trở nên khá rõ ràng, khá khắc sâu vào trí nhớ sao cho 
anh có thể không nghĩ đến nó trong một lát mà vẫn không sợ "quên" hết. 

Tôi có thể làm gì ? Tách ra những yếu tố chính của bài toán. Nếu là một bài 
toán về chứng mỉnh thì những yếu tố chính là giả thiết và kết luận, còn nếu là bài 
toán về tìm tòi thì đó là cái chưa biết (ẩn), những cái đã cho biết và điều kiện của 
bài toán, thoạt đầu theo thứ tự lần lượt sau đó, xét tới những tổ hợp của chúng ; 


thiết lập những quan hệ có thể có được giữa một chỉ tiết và những chỉ tiết khác và 


giữa mỗi chỉ tiết với toàn bộ bài toán. 


Làm như thế tôi được lợi 8 ? Chuẩn bị như vậy, anh có thể vạch ra những chỉ ` 


tiết của bài toán mà sau này, có thể đóng một vài trò nhất định. 
3. Tìm ý hay 


Tôi phải bắt đâu từ đâu ? Phải bắt đầu khảo sát những yếu tố chính của bài 
toán. Chỉ bắt đầu khi nào anh đã hệ thống được trong đầu những yếu tố chính đó, 
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tò 


„ì 


k 


khi đã quan niệm về chúng một cách rõ ràng nhờ công việc đã làm trên và chỉ khi 
anh cảm thấy trí nhớ của anh minh mẫn và đã tuân theo anh. : 

"Tôi có thể làm gì ? Hãy xét bài toán của anh dưới nhiều khía cạnh khác nhau _ 
và tìm những điểm tiếp xúc với những kiến thức đã có. Hãy khảo sát bài toán trên 


~ 


nhiều mặt. Hãy khảo sát những yếu tố khác nhau, cũng như những chỉ tiết khác 


nhau nhiều lượt với những quan điểm khác nhau. Tổ hợp những chỉ tiết đó lại theo 


nhiều cách và bắt đầu nghiên cứu chúng trên nhiều mặt. Thử cố rút ra từ mỗi chi 
tiết đó một ý nghĩa mới, một cách giải thích mới của toàn bộ bài toán. " 

Hãy tìm những điểm tiếp xúc với những kiến thức mới có được. Thử nhớ lại, 
đối với những bài toán trước đây, trong những trường hợp tương tự, cái gì đã giúp 
anh. Cố nhận ra cái gì quen thuộc trong bài toán anh đang khảo sát và tìm ra cái gì 
có ích trong những cái đã biết. : 

Tôi có thể bắt đầu từ cái gì ? Một ý hay có thể là một ý quyết định, chỉ ngay 
ra cho anh con đường đi tới đích. 


Có thể dùng một ý hay như thế nào ? Ý đó sẽ chỉ ra cho anh toàn bộ con đường, 
hay một phẩn con đường, nó còn khuyên anh phải làm như thế nào. Những ý đó ít 
nhiều không đây đủ, nhưng đù sao cũng là tốt rồi. 

Tôi có thể làm gì nếu có một ý không đây đủ ? Phải nghiên cứu ý đó. Nếu nó 
tỏ ra có lợi trong một chừng mực nào đó thà phải khảo sát nó một cách chỉ tiết. 
Nếu thấy rằng có thể dựa vào ý đó được thì phải thử xem nó có thể dẫn anh tới đâu 
và lại tiếp tục nghiên cứu tình hình mới. Xét tình hình mới trên nhiều mặt của nó 
và tìm những điểm tiếp xúc với những kiến thức có trước đây. 

Làm như vậy có lợi gì ? Anh có thể có may mắn tìm được một ý khác và ý này 
có thể sẽ dẫn anh thẳng tới cách giải. Cũng có thể là nó dẫn anh tới những nhận 
xét khác. Có thể là một số những nhận xét đó làm anh đi chệch đường. Tuy nhiên, 
nên mừng với mọi ý mới dù rằng nó không quan trọng lắm hay còn mơ hồ, bởi vì 
chính nó lại có thể kéo theo một ý phụ làm cho nó thêm chính xác nếu như nó còn 
mơ hồ hoặc là ý phụ này có thể làm cbo nó tốt hơn nếu như nó chưa hay lắm. 
Ngay cả trong một lúc nào đó mà anh chưa có một ý mới nào thực sự tốt, anh vẫn 
có quyền vui sướng nếu như quan niệm của anh về bài toán trở nên đầy đủ hơn, có 
hệ thống hơn, thuần nhất hơn bay là cân đối hơn. 


4. Thực hiện chương trình 
Tôi phải bắt đầu từ đâu ? Anh phải bắt đầu từ cái ý hay đã dẫn anh tới cách 
giải. Anh hãy bắt đầu khi anh ttn chắc đã nắm được ý chính và đã cảm thấy tự 


mình có khả năng phân tích được mọi chỉ tiết có thể cần đến. 
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-_ Tôi có thể làm gì? ;Hãy. 
hiện một cách chi tiết ihữ p} 0 
trước đây. Kiểm tra lại) lứng ¡ án ðgic háy bằng trực giác, 
hay nếu: có thể được bằng cả hai cá Pnh Nếu bài. toán: của 'anh quá phức tạp thì có 
thể chia thành những bước "lớn" và những bước "nhỗ", , mỗi bước lớn gồm nhiều 
bước nhỏ. Trước hết xét những bước lớn trước rồi tiếp đến những bước nhỏ.. 


( sổ ñhững. thành vi bước đầu của anh. Thực 
mà anh đã sơ bộ làm 





5. Nhìn lại cách giỏi 
Tôi phải bắt đâu từ đâu ? Bắt đầu với cách. giải đầy đủ và đúng trong mọi chi tiết. 

Tôi có thể làm gì ? Xem bài toán trên nhiều mặt của nó và tìm những điểm 
tiếp xúc với những kiến thức đã có trước. 

Hãy xét những chỉ tiết của cách giải và cố làm cho chúng được thật đơn giản, 
chú ý tới những phần lớn trong cách giải và thử làm cho chúng được gọn hơn, cố 
gắng nhìn bao quát toàn bộ bài toán. 

Cố gắng hoàn thiện những phần nhỏ và những phần lớn trong cách giải, cuối 
cùng tìm cách hoàn thiện toàn bộ cách giải, làm cho cách giải sáng sủa một cách 
trực giác. Hãy sắp xếp nó một cách tự nhiên trong hệ thống những kiến thức có 
trước của anh. Hãy xét kĩ lưỡng phương pháp mà anh đã theo, cố gắng cho được 


cái phần chủ yếu của nó và đem áp dụng cho những bài toán khác. Hãy xét kĩ 


_ lưỡng kết quả của bài toán và thử mang áp dụng vào những bài toán khác. 
Làm như vậy được lợi gì ? Anh có thể tìm thấy một cách giải khác tốt hơn, 
phát hiện ra những sự kiện mới và bổ ích. Trong mọi trường hợp, nếu anh có 


thói quen xem lại kĩ càng các cách giải, anh sẽ thu được những kiến thức rất có . 


hệ thống và sắn sàng để đem ứng dụng, anh sẽ phát triển được khả năng giải 
toán của mình. 
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TỰ ĐIẾỄN CON 


Trong "tự điển" này, tác giả giải thích chi tiết các vấn đề trình bày trong bảng 
ở cuối quyển sách và một số vấn đề khác có liên quan đến phương pháp giải toán. 
Các vấn đề được trình bày theo thứ tự a, b, c. 


Anh có biết một bời toắn nào giống nó không ? 


Thực tế khó mà đề ra được một bài toán hoàn toàn mới, không giống một chút 
nào với các bài toán khác, hay là không có một điểm nào chung với một bài toán 
trước đây đã giải. Nếu như có một bài toán như vậy, nó vị tất đã giải được. Thực 
vậy, khi giải một bài toán, ta luôn luôn phải lợi dụng những bài toán đã giải, dùng 
kết quả, phương pháp hay kinh nghiệm đã có để giải các bài toán đó. Hiển nhiên, 
những bài toán ta dùng tới, phải có liên hệ nào đó với bài toán PHÊ có. Do đó mà 


có câu hỏi trên. 


Thông thường, không khó khăn lắm để ta nhớ lại T bài đã giải. Trái lại, 
có nguy cơ là nhớ được nhiều quá và không biết chọn bài toán nào thực sự có ích. 
Phải chọn những bài toán nào gần nhất với bài toán đang xét. Phải xét kĩ cái chưa 
biết, hay tìm một bài toán đã giải trước đây liên hệ với bài toán hiện có bằng sự 


tổng quát hoá, sự cá biệt hoá và sự tương tự. 


Mục đích của câu hỏi trên đây nhằm huy động những kiến thức có từ trước 
("tiến tới và đạt tới" ở mục 1) chúng ta giữ trong trí nhớ cái bản chất của những 
kiến thức toán học dưới dạng những định lí đã chứng minh. Do đó mà câu hỗi : 
"Anh có biết một định lí nào có thể dùng được không ?" đặc biệt thích hợp với 
trường hợp của "bài toán về chứng minh", tức là khi ta phải chứng minh hay bác 
bỏ một định lí nào cho trước. 


Anh có dùng hết mọi dữ kiện cho trước chua? 

Trong quá trình giải bài toán nhờ vào những kiến thức của chúng ta không 
ngừng được tập trung mà sau cùng chúng ta hiểu bài toán sâu sắc và đầy đủ hơn lúc 
ban đầu (xem mục "tiến tới và đạt được" mục 1). Nhưng như vậy thì lúc này công 


là 


việc sẽ ra sao ? Chúng ta đã có mọi. 
bài toán chưa ? Anh có đồng hề: 
điều kiện không ? (Câu hồi tương: ứng với " 





ái cẩn:thiết chưa ? Chứng ta ˆ hoàn t toàn hiểu 






Anh có dùng hết mọi giả thiết của định lí chưa 8 — 
1. Để minh hoạ điều nói trên, ta trở lại "bài toán về hình hộp" đã nói ở mục 8 
(và được xét trong các mục 10, 12, 14, 15). Có thể có học sinh sau khi có ý nghĩ 


tính đường chéo của một mặt : 4øŸ + b“, thì không nghĩ thêm được gì nữa. Thầy 
giáo khi đó cớ thể giúp anh ta bằng cách hỏi : “Anh có dùng hết mọi dữ kiện cho 
trước chưa ?" Người học sinh không thể không nhận thấy là trong công thức 


ýa” +b7 không có chứa số c đã cho. Do đó, anh ta cần phải tìm cách đưa số c 
vào. Thành thử, anh ta có nhiều khả năng để nhận ra tam giác vuông có cấc cạnh 


là Va” + bŸ. và c còn cạnh huyền chính là đường chéo của hình hộp phải tìm 
(xem một ví dụ khác trong "các phần tử phụ” mục 3). Những câu hỏi của bảng mà 
ta xết Ở đây đều rất quan trọng. Ví dụ trên đã nói rõ vai trò của chúng trong việc 
xây dựng cách giải. Chúng có thể giúp ta tìm thấy điểm yếu trong quan niệm của 
ta về bài toán, giúp ta phát hiện phần tử còn thiếu. Thực vậy, một khi ta đã thấy 
thiếu một phần tử cần thiết, thì tất nhiên ta sẽ cố tìm cách đưa nó vào. Như Vậy, 
chúng ta đã có một chìa khoá, một cái hướng tìm kiếm nhất định có thể đưa ta tới 
một ý quyết định. 


2. Những câu hỏi của chúng tôi không những giúp ng việc xây dựng cách giải 
mà còn giúp thử lại cách giải nữa. Để hiểu rõ hơn, ta giả sử phải thử lại chứng 
minh một định lí mà giả thiết gồm ba phần đều quan trọng. Điều đó có nghĩa là 
nếu bỏ đi một trong ba phần đó thì định lí không còn đúng nữa. 

Trong chứng minh, ta có đùng hết toần bộ giể z¿ếf không ? Ta có dùng tới phần 
thứ nhất của-giả thiết không ? Cụ thể đùng ở đâu ? Phần thứ hai dùng ở đâu ? Phần 
thứ ba dùng ở đâu ?. Khi trả lời những câu hỏi đó, chúng ta đã thử lại chứng minh. 


_ Cách thử này rất có hiệu quả, bổ ích và hầu như cần thiết để hiểu định lí một. 


cách sâu sắc, đặc biệt là nếu chứng minh của nó dài và phức tạp, điều này mọi 
người đọc thông minh đều hiểu rõ.' 

3. Mục đích những câu hỏi ở đây nhằm xem ta quan biệm bài toán có đây đủ 
không. Quan niệm đó chắc chắn sẽ không đẩy đủ nếu ta bỏ qua một đữ kiện quan 
trọng, mệt điều kiện của giả thiết ; cũng như nếu ta không nắm được ý nghĩa của một 


thuật ngữ nào đó, liên quan tới một khái niệm quan trọng. Do đó, để biết rõ ta.đã hiểu 
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bài toán đầy đủ tới đâu, chúng ta phải đặt câu hỏi sau : Anh đã chú ý tới tất cả những 
khái niệm cốt yếu có trong bài toán chưa ? (xem mục "Định nghĩa` mục ?). 

4. Những nhận xét trên, có những hạn chế cần được bổ sung thêm. Thực vậy, - 
chúng chỉ ấp dụng trực tiếp được cho những bài toán "đặt đúng" và "có nghĩa”. 


Một bài toán về fìm tồi gọi là đặt đúng và có nghĩa phải chứa tất cả những dữ kiện 


cần thiết và không có đữ kiện nào thừa. Điều kiện của bài toán phải vừa vặn đủ, 
nghĩa là không được mâu thuẫn và không được thừa. Khi giải một bài toán loại 
này, hiển nhiên chúng ta cần dùng tất cả những đữ kiện và toàn bộ điều kiện. 


Đối tượng của một “bài toán về chứng minh" là một định lí toán học. Nếu một 
bài toán như vậy mà đặt đúng và có nghĩa, thì mọi đữ kiện trong giả thiết của định 
1í đều là cốt yếu cho kết luận của nó. 

Khi chứng minh một định lí như vậy, tất nhiên ta cần dùng tất cả các dữ kiện 
của giả thiết. Những bài toán, trong các sách giáo khoa trung học, đúng ra, thường 
là đặt đúng và có nghĩa. Tuy nhiên, ta Thuệp n sao nhãng tính thần phê bình ; 
mỗi khi có một chút nghi ngờ, ta phải tự hỏi : ó thể thoả mãn điều kiện của bài 
toán không ?". Bằng cách thử trả lời cầu hỏi là hay một câu hỏi tương tự, chúng 
ta có thể đi tới chỗ tin chắc ít nhất là đến một chừng mực nào đó rằng bài toán của 
ta đã được đặt đúng cách. 

Câu hỏi làm nhan đề cho mục này và những câu hỏi tương tự chỉ có thể đặt Ta 
dưới dạng này trong trường hợp mà chúng ta biết được bài toán là có nghĩa và đặt 
đúng, hay là chúng ta không có cơ sở nào để đặt giả thiết ngược lại. 

5. Có những bài toán không phải toán học được "đặt đúng” theo nghĩa đã xác 
định. Chẳng hạn, những bài toán hay về đánh cờ chỉ được có một lời giải duy nhất, 
trên bàn cờ không được có một quân nào thừa, . 

Tuy nhiên, những bài toán thực tiễn như n là rất xa tình trạng có thể đặt 
đúng. Trong trường hợp này để áp dụng những câu hỏi trong mục này, cần phải 
xét lại chúng một cách cẩn thận từ đầu. 

Bạn đã gặp bài toán đó lần nào chưa ? 

Có thể là bạn đã giải bài toán một lần rồi, hay ít ra bạn đã có lần nghe nói đến 
hay đã giải một bài toán hoàn toàn tương tự ; đó là những khả năng mà ta chớ nên 
bỏ qua. Bạn hãy thử nhớ lại. 7a đế gặp bài toán này lần nào chưa ? Hay là ta äđã 
gặp nó dưới một dạng hơi khác ? Ngay nếu câu trả lời là không, thì những loại câu 
hồi như vậy cũng có thể "huy động" được những kiến thức cần thiết. 

Vấn đề trên đây thường được hiểu theo nghĩa rộng hơn nhiều. Muốn tìm được 
lời giải, ta phải tìm lại trong trí nhớ những kiến thức thích hợp, có thể áp dụng 
được vào bài toán (xem mục : "tiến tới và đạt được”), lẽ đĩ nhiên ta chưa thể thấy 
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đặc điểm nào đó của bài toán hiện tại làm tạ 2N N vì cổ thể là quan trọng, thì ta 
hãy cố nhớ lại xem là đã gặp đặc điểm: đó ở 'đâu, tróng?Đầi toán nào: Đặc điểm đó 
là gì ? Nó có quen thuộc không Ta đã gặp nó lần nào chưa ? 


Bỏi toán về fim tỏi (fìm ổn), bởi toán về chứng minh. 


Ta sẽ thực hiện một sự đối chiếu song song giữa hai loại bài toán này. 

1. Mục đích của “bài toán về tìm tòi" là tìm ra một đối tượng nào đó là cái 
chưa biết của bài toán, cái chưa biết còn gọi là cái phải tìm, là ẩn, cái mà người ta 
hỏi. Những "bài toán về tìm tồi" có thể là lí thuyết hay thực hành, trừu tượng hay 
cụ thể, là những bài toán nghiêm túc hay chỉ là những câu đố đơn giản. Ta có thể 
tìm cái chưa biết đủ các loại, cố gắng tìm ra, nhận được, kiếm được, làm ra hay là 
dựng mọi loại đối tượng. Trong truyện trinh thám, cái chưa biết là thủ phạm ; 
trong việc đánh cờ là một nước đi ; trong đại số sơ cấp là một số ; trong một bài 
dựng hình là một hình vẽ. - 


2. Mục đích của "bài toán về chứng minh" là chứng minh một điều đã được 
phát biểu rõ ràng là đúng hay saI. 


Một nhân chứng xác nhận rằng thủ phạm ở nhà anh ta trong một đêm nào đó 


và ông chánh án phải phát hiện ra lời xác nhận trên có đúng không và phải dựa. 


trên những cơ sở chắc chắn nhất để chứng tỏ rằng sự phát hiện của mình là đúng. 
Đối với ông ta, đó là "một bài toán chứng minh". Việc chứng minh định lí Pi-ta-go 
là một bài toán chứng minh khác. Ở đây, ta không nói "chứng minh hay bác bỏ" 
định lí Pi-ta-go. Mặc dầu là về một phương diện nào đó. nên đưa vào, trong trường 
hợp trên đây có thể bỏ qua điều đó, vì chúng ta biết rằng khả năng bác bỏ định lí 
Pi-ta-go là không đáng kể. 

3. Những yếu tố chính của một "bài toán về tìm tồi" là cái chưa biết, những 
cái đế biết và các điêu kiện của bài toán. Nếu ta phải dựng một tam giác có các 
cạnh a, b, c thì-cái chưa biết là một tam giác, những cái đã biết là ba độ dài a, b, c 
và các điều kiện là các cạnh của tam giác phải dựng theo thứ tự có những độ đài 
như trên. Nếu ta phải dựng một tam giác có các chiều cao a, b, e thì cái chưa biết 


là một đối tượng cùng loại với bài toán trên, những cái đã biết cũng vậy, nhưng các - 


điều kiện liên hệ giữa cái chữa biết với những cái đã biết thì khác. 


4. Nếu một "bài toán chứng minh" là một bài toán có đạng thông thường nhất, 
thì cái yếu tố chính của nó sẽ là giả zhiết và kết luận của định lí mà ta cần chứng 
minh li bác bỏ. 
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“Nếu bốn cạnh của một tứ giác mà bằng nhau, thì hai đường chéo của nó sẽ 
vuông góc với nhau". Phân thứ hai của câu là kết luận, phần thứ nhất bắt đầu bằng 
chữ "nếu" là giả thiết. Mọi định lí toán học không phải bao giờ cũng có thể chia ra 
một cách hiển nhiên làm giả thiết và kết luận. Điều đó không thể có được chẳng ˆ 
hạn trong trường hợp sau : "có một số vô hạn các số nguyên tố”. 

5. Để giải hoàn toàn được một "bài toán về tìm tòi” cận phải biết một cách 
chính xác các yếu tố chính, cái chưa biết, những cái đã biết và các điều kiện của . 
bài toán. 

Trong bảng có chứa nhiều câu hỏi và lời khuyên có liên quan tới những yếu tố đó. 

Cái chưa biết là gì ? Những cái đã biết là gì ? Chia các điều kiện ra thành 
những bộ phận khác nhau. 

Hãy tìm quan hệ giữa cái chưa biết và những cái đã biết. 

Hãy xét Kĩ cái chưa biết, thử nghĩ tới một bài toán quen thuộc và cũng chứa cái 
chưa biết đó hay một cái chưa biết tương tự. 

Hãy chỉ giữ một phần của các điều kiện và bỏ qua phần còn lại. Bây giờ cái 
chưa biết được xác định đến mức độ nào ? Nó có thể biến đổi như thế nào ? Anh 
có thể rút ra từ những cái đã biết một phần tử có ích không ? Có thể nghĩ tới những 
cái cho biết khác cho phép anh xác định cái chưa biết không ? Ảnh có thể thay đổi 


cái chưa biết, hoặc những cái đã biết hoặc thay đổi cả hai nếu cần thiết sao cho cái 


chưa biết mới và những cái đã biết mới gần với nhau hơn không ? Ảnh đã sử dụng 
tất cả những cái đã biết chưa ? Anh đã dùng toàn bộ điều kiện chưa ? 

6. Nếu phải giải một "bài toán chứng minh" thì cần phải biết thật chính xác 
phần chính của nó là giả thiết và kết luận. Đối với những yếu tố này, cũng có 
những câu hỏi và lời khuyên có ích tương ứng với phần trong bảng đặc biệt dành 
cho những "bài toán về tìm tòi”. 

Giả thiết là gì ? Kết luận là gì ? 

Hãy phân biệt những phần khác nhau của giả thiết. 

Hãy tầm mối liên hệ giữa giả thiết và kết luận. Hãy xét Kĩ kết luận. Thử nghĩ 
tới một định lí quen biết có cùng một kết luận hay một kết luận tương tự, hãy giữ 
một phần của giả thiết thôi và bỏ qua phần còn lại. Kết luận có còn đúng không ? 
Anh có thể, từ giả thiết, rút ra một điều gì có ích không ? Có thể thay đổi giả thiết 
hay kết luận, hay là thay đổi cả hai nếu thấy cần thiết, sao cho giả thiết mới và kết 
luận mới gần với nhau hơn không ? 

- Anh đã dùng toàn bộ giả thiết chưa ? 
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trong hơn: trọng, đoán, sy SƠ Cấp, € còn 


Bởi toán phụ 


Mục đích của ta không phải là giải bài toán này, mà chỉ vì ta hi vọng rằng khi 
xét nó, ta sẽ đi gần tới cách giải bài toán ban đầu. Cái đích ta muốn đạt tới là cách 
giải bài toán ban đầu, cách giải bài toán phụ chỉ là một phương tiện mà nhờ nó để 
đạt tới đích. _ 
| Một con bướm cố bay qua cửa kính, gắng công nhiều lần vô ích. Mà không 

chịu thử sang cửa sổ bên cạnh để mở, nơi nó đã bay vào trong phòng. Con người 
có suy nghĩ hành động thông minh hơn. Cái ưu việt của con người là ở chỗ có khả 
năng tránh được trở ngại mà mình không khắc phục trực diện được, có khả năng 
nghĩ ra được một bài toán phụ thích hợp nếu như bài toán ban đầu khó, giải. 

Việc tìm một bài toán phụ là một quá trình suy luận quan trọng. Khả năng đặt 
bài toán phụ một cách rõ ràng, hiểu thấu được mục đích của nó chỉ là một phương 
tiện để đạt tới mục đích chính, là một thành công tinh tế của trí tuệ. Vì vậy, việc học 
(hay dạy) cách vận dụng những bài toán phụ một cách thông minh là rất quan trọng. 

1. Ví dụ. Tìm x, thoả mãn phương trình : 

x1 — 13x? + 36 =0 
Để ý rằng x' = (x2)Ÿ, ta thấy ngay là nên kí hiệu : 
5 
y=* 
Ta đi tới một bài toán mới : tìm y, thoả mãn phương trình : 
y“— 13y +36 =0 

Bài toán mới là bài toán phụ. Ta có thể dùng nó làm phương tiện để giải bài 
toán ban đầu, ẩn số của bài toán phụ y được gọi là ẩn số phụ. 

2. Ví dụ. Tìm đường chéo của hình hộp chữ nhật, cho biết ba cạnh cùng chung 
một đỉnh của nó. - 

Khi tìm cách giải bài toán này (mục 8) bằng sự tương tự (mục 15), chúng ta có 
thể đi tới một bài toán khác : tìm đường chéo của hình chữ nhật nếu cho biết độ 
đài hai cạnh cùng chung một đỉnh của nó. 
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Bài toán mới đó là bài toán phụ, chúng ta khảo sát nó với hi vọng rút ra từ đó 
một điều bổ ích cho việc giải bài toán ban đầu. : 

3. Lợi ích. Cái lợi mà ta có được, khi xét bài toán phụ có thể mang những tính... 
chất khác nhau. Ta có thể dùng kết gui của bài toán phụ. Chẳng hạn trong ví dụ 1, 
khi giải phương trình đặc biệt đối với y, ta tìm thấy y có thể bằng 4 và 9. Ta kết 
luận rằng hoặc x” =4, hoặc x”“= 9: Từ đó, ta tìm được mọi nghiệm của phương. 
trình ban đầu. Trong những trường hợp khác, ta lại dùng phương pháp của Đài toán 
phụ. Chẳng hạn trong ví dụ 2, bài toán phụ liên quan tới hình học phẳng, nó tương 
tự với bài toán ban đầu trong không gian,.nhưng đơn giản hơn, ta khảo sát một 
cách thông minh bài toán phụ loại tương tự với h1 vọng là nó sẽ bố ích, nó cho ta 
điểu kiện làm quen với những phương pháp nhất định những phép tính nhất định, 
với cấi công cụ mà cuối cùng chúng fa có thể dùng nó để giải bài toán ban đầu. 
Trong ví dụ 2, việc chọn bài toán phụ như vậy là rất đạt. Phân tích kĩ bài toán phụ 
đó, ta sẽ thấy rằng có thể dùng cả phương pháp và kết quả của nó (xem mục l5 và 
mục "Anh có dàng hết mọi dữ kiện cho tr ước chưa ?). 

4. Nguy hiểm. Thời gian và sức lực của chúng ta để giải bài toán phụ, không 
phải là được dùng trực tiếp cho mục đích của ta. Nếu việc khảo sát bài toán phụ 
không có kết quả thì thời gian và sức lực bỏ ra là vô ích. Vì vậy, cần phải có kinh 
nghiệm chọn bài toán phụ theo nhiều cách khác nbau. Chẳng hạn, bài toán phụ có 
thể dễ làm hơn bài toán xuất phát, nó có thể tỏ ra bổ ích và quyến rũ ghê gớm. 


Đôi khi bài toán phụ có lợi ở chỗ là nó mới và nó đem lại những khả năng 
chưa khai thác. Chúng ta chọn bài toán phụ vì việc tìm cách giải trực tiếp bài toán 
ban đầu đều không có kết quả và chỉ dẫn tới sự mệt mỏi. 

5. Làm thế nào để tìm ra bài toán phụ. Việc giải bài toán ban đầu thường phụ 
thuộc vào chỗ có tìm được bài toán phụ thích hợp hay không. Khốn nỗi lại không 
có một phương pháp toàn năng cho phép tìm được bài toán phụ, cũng như không 
có một phương pháp toàn mĩ, luôn dẫn tới cách giải. Tuy nhiên có những câu hỏi 
và lời khuyên có ích, chẳng hạn như hãy xét cái chưa biết. Chúng ta thường tìm 
được bài toán phụ có ích bằng cách biến đổi bài toán. 


6. Các bài toán tương đương. Hai bài toán là tương đương, nếu như cách giải 
bài toán này dẫn tới cách giải bài toán kia. Như vậy, trong ví dụ 1, bài toán ban 
đầu và bài toán phụ là tương đương. Ta xét những định lí sau : 


A~ Trong mỗi tam giác đều mỗi góc bằng 60”. 


B- Nếu trong một tam giác mà ba góc bằng nhau, thì mỗi góc đều bằng 60”. 
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chứng minh định lí À tương đương V với bài t toán ch đạg nh đụ định lí B. 


- = Nếu như phải chứng minh định lí A, ta có thể làm cho bài toán trở nên đễ đàng 
hơn, bằng cách đưa vào bài toán phụ là chứng minh định 1í B. Chứng mình định lí 
B có dễ hơn định A một chút và điều quan trọng hơn là ta phải thấy trước được 


rằng bài toán B là có thể thừa nhận được ngay từ đầu. Đúng như vậy, định lí B,. 


trong đó chỉ nói tới các góc, tô ra "thuần nhất" hơn định lí A trong đó nối tới cả 


các góc và các cạnh. Việc chuyển bài toán ban đầu sang bài toán phụ sẽ gọi là mỘI. 


phép rút: gọn thuận nghịch hoặc là hai chiêu, hoặc là tương đương nếu như bài toán 
ban đầu vì bài toán phụ là tương đương. Như vậy, phép rút gọn trong ví dụ 1 cũng 
vậy ; phép rút gọn thuận nghịch, như ta đã thấy là phương. phấp quan trọng và tốt 
nhất để đưa vào bài toán phụ. Tuy nhiên, bài toán phụ không tương đương với bài 
toán đầu cũng rất quan trọng (xem ví dụ 2). 


vẽ "Những chuỗi các bài toán phụ tương đương thường Sắp trong những suy 
luận toán học. Ta phải giải bài toán A : ta không giải được nó nhưng phát hiện 
được là À tương đương với một bài toán B khác, khi xét bài B, ta có thể đi tới bài 
'toán thứ ba C, tương đương với B. Tiếp tục như vậy đi từ C tới D và tất nhiên cứ 
- nhự thế cho tới khi bài toán cuối cùng L mà cách giải của nó đã biết hoặc là rất 


đơn giản. Vì mỗi bài toán đều tương đương với bài toán đứng trước nó nên bài toán - 


sau cùng L sẽ tương đương với bài toán ; 


Thành thử, chúng ta rút ra được cách ĐIải bài toán A từ bài toán L, là mắt xích 
cuối cùng trong chuỗi các bài toán phụ, chuỗi phụ kiểu như thế này được các nhà 
toán học Hi Lạp chú ý tới, như một đoạn của Páppuýt đã xác nhận. Để "¬ hoạ, 
chúng ta lại xét ví dụ 1. Ta gọi (A) là điều kiện buộc ẩn số x : 


(A) xỶ =lâãx” +36=0 


Một trong những cách giải là ta biến điều kiện đó thành một điều kiện khác 
mà ta gọi là.(B) : 


() (2x2 — 2(2x”).13 + 144 = 0 
Ta chú ý rằng các điều kiện A và B là khác nhau. Có thể nói chúng chỉ hơi 


khác nhau : tất nhiên dễ thấy là chúng tương đương nhưng không nhất thiết là. 


đồng nhất với nhau. 
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đt 


Việc đi từ (A) tới (B) không những chỉ hợp pháp mà là có mục đích rõ ràng, 
hiển nhiên, đối với tất cả những ai đã quen giải phương trình bậc hai. Tiếp tục theo 
hướng đó, chúng ta lại biến đổi điều kiện (B) thành một điều kiện (C) khác : 

| | (O (2xÐ2—2 @x'). 13 + 169 =25 | 
Tiếp tục tính toán chỉ tiết, ta liên tiếp CỐ : 
(D) (2x2 — 13)” =25 


(E) 2x7 —13=+5 








Ä5 192 
@xˆ¿=“ 
(Gìx=# s 


(H)x =3, hay -3, hay 2, hay ~2. 

Mỗi một phép rút gọn mà ta thực hiện như vậy đều là thuận nghịch. Do đó, 
điều kiện cuối cùng (H) tương đương với điều kiện ban đầu (A), thành thử các SỐ 
3, 3, 2, —2 là tất cả các nghiệm của phương trình ban đầu. Như vậy, trên đây ta đã 
só được từ điều kiện ban đầu (A), một dãy điều kiện (B), (C), (D), ... mà trong đó, 
mỗi điều kiện đều tương đương với điều kiện đứng trước nó. Điểm này đáng chú ý 
hơn cả, vì các điểu kiện tương đương được thoả mãn bởi cùng những đối tượng 
như nhau. Do đó, bằng cách đi tìm mọi nghiệm, thoả mãn một điều kiện mới, 
tương đương chúng ta sẽ có được mọi nghiệm thoả mãn điều kiện ban đầu. 

Nhưng khi chuyển từ điều kiện ban đần sang một điều kiện hẹp hơn, chúng ta 
sẽ bị mất nghiệm, còn như khi chuyển sang một điều kiện rộng hơn, chúng ta Sẽ 
nhận được những nghiệm thừa, thứ yếu khác hẳn với bài toán ban đầu. 

Nếu như, trong khi thực hiện một dãy những phép rút gọn mà mới đầu chúng 
ta chuyển sang một điều kiện hẹp hơn, rồi sau đó chuyển sang một điều kiện rộng 
hơn, thì chúng ta có thể hoàn toàn mất đấu vết của bài toán đầu. 

Đề tránh sự nguy hiểm đó, thì mỗi lần đưa vào một điểu kiện mới, chúng ta 
nhất thiết phải thử lại cẩn thận xem có tương đương với điều kiện ban đầu không. 
Vấn đẻ đó sẽ quan trọng hơn nhiều nếu như ta có không phải một phương trình rnà 
là một hệ phương trình, hay là nếu như các điều kiện không được biểu diễn bằng 
các phương trình, chẳng hạn như trong các bài toán dựng hình. 

(Hãy so sánh với mục "Páppuýt” đặc biệt ở mục 2, 3, 4, 8 có trình bày một 
chuỗi các "bài toán về tìm tồi", trong mỗi bài toán đó đều có ẩn số mới. Sự sắp xếp 
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: n a vừa xét ở trên, khác hẵn 
gi thứ nhâu và chỉ khác 
: lều không phải tất yếu). 







S. Pháp n rút gọn một kiến Giả s Sử, ta có ï hai bài toán S và B đều chưa giải. Nếu 
như chúng ta có thể giải được bài toán A thì cũng sẽ giải được hoàn toàn bài toán B ; 
nhưng điều ngược lại không đúng : nếu chúng ta có thể giải được bài toán B thì có 
thể là ta thu được những hiểu biết nhất định về bài toán A, nhưng không phải là biết 
giải bài toán B thì ta hoàn toàn giải được bài toán A. Trong trường hợp này tốt hơn 
là đi giải bài toán A. Như vậy việc giải bài toán A đem lại nhiều hơn cách giải bài 
toán B. Có thể nói, bài toán À có nhiều hiệu quả hơn cồn bài toán B ít hiệu quả hơn. 

Nếu như ta đi từ bài toán xuất phát tới một bài toán nhiều hiệu quả hơn, hay ít 
hiệu quả hơn, thì ta sẽ gọi bước đó là pháp rút gọn một chiêu. Cả hai phép rút gọn 
một chiều, ít nhiều đều phiêu lưu hơn so với phép rút gọn hai chiều (thuận nghịch). 
Ví dụ 2 của chúng ta minh hoạ phép rút gọn một chiều đi tới bài toán ít hiệu quả 
hơn. Thực vậy, nếu chúng ta có thể giải bài toán ban đầu về tìm đường chéo hình 
hộp có các cạnh a, b, c, thì chúng ta có thể chuyển dễ dàng sang bài toán phụ bằng 
cách đặt c =0 và có được hình chữ nhật với các cạnh a, b. Ví dụ-khác về phép rút 
gọn một chiều đi đến bài toán ít hiệu quả hơn được trình bày trong mục "Sự cá biệt 
hoá” và các mục 3, 4, 5. Những ví dụ chứng tỏ rằng chúng ta có thể may mắn 
tránh được việc dùng bài toán phụ ít hiệu quả hơn bằng cách đưa vào một số khảo 
. sát phụ, dẫn ta tới cách giải bài toán ban đầu. 

_ Phếp rút gọn một chiều đi đến một bài toán nhiều hiệu quả hơn cũng có thể có 
ích (xem "sự tổng quát hoá", mục 2 và phép rút gọn từ bài toán thứ nhất tới bài 
toán thứ hai trong mục "Phép quy nạp toán học" các mục 1, 2). Bài toán nhiều hiệu 
quả hơn có thể là dễ hơn. Đó chính là ' tEhinh lí của nhà phát mình. 


Biến đổi bòi toán. 


Một con bướm cố › bay qua cửa kính, cố gắng để thoát ra ngoài nhiều lần nhưng 
vô ích, mà không chịu thử sang cửa số bên cạnh để mở, nơi nó đã bay vào trong 
phòng, cố:]ế, con chuột nhất hành động khôn ngoan hơn. Bị nhốt trong bẫy, nó tìm 
cách chui thoát ra giữa hai thanh chắn này, rồi giữa hai thanh chắn khác và cứ thế 
thử mọi cách có thể. Một con người, trong mọi trường hợp giải toán phải biết thay 
đổi dự định của mình một cách thông minh hơn, phải biết xem xét mọi khả năng 
có thể một cách có ý thức hơn. 


Con người phải biết học ở những sai lầm và những thiếu sót của mình "thua. 


keo này bày keo khác", trong câu châm ngôn đó bao hàm lời khuyên sáng suốt của 


ư 


„mẹ 


Di 


nhân dân. Con bướm, con chuột và con người đều làm theo lời khuyên đó, nhưng 
con người đạt được thành công hơn, chính vì đã biết biến đổi bài toán một cách 


thông minh hơn. 


1. Cuối cùng, khi đã tìm được cách giải, chúng ta hiểu bài toán chính xác và rõ 
ràng hơn lúc ban đầu. Để đi từ quan niệm ban đầu về bài toán tới một quan niệm 
chính xác hơn, đầy đủ hơn, chúng ta đã nghiên cứu bài toán theo nhiều quan điểm 
khác nhau, khảo sát nó dưới nhiều kbía cạnh khác nhau. 


Thành công trong việc giải bài toán phụ thuộc vào việc chọn con đường đúng 


và phụ thuộc vào việc fa tấn công pháo 


đài có đúng mặt yếu của nó hay không. 


Để thấy được con đường nào đúng hơn, phía nào dễ qua hơn, ta phải xết bài 


toán theo nhiều quan điểm khác nhau, 
đổi bài toán. 


để cập bài toán theo nhiều cách, phải biến 


2. Sự biến đổi bài toán là cốt yếu. Sự kiện này có thể giải thích bằng nhiều 
cách. Chẳng hạn, muốn đi tới cách giải một bài toán, fa phải huy động và tổ chức 
những kiến thức đã có từ trước. Chúng fa cần phải nhớ lại và vận dụng hàng loạt 
những yếu tố cần thiết cho việc giải toán. Việc biến đổi bài toán giúp ta nhớ lại 


những yếu tố đó. 


Bằng cách nào ? Chúng ta nhờ một loại "Hiên hệ" hay là "liên tưởng”, có ngh1a 


là điều mà chúng ta đang suy nghĩ, qu 


an tâm tới lúc này có khuynh hướng gợi lại 


trong trí nhớ của ta, cái có liên quan với nó trước kia. (Đây không phải chỗ cũng 
chưa phải lúc trình bày chỉ tiết lí thuyết về sự liên tưởng và những giới hạn của 
nó). Bằng cách biến đổi bài toán, chúng ta mang lại những chỉ tiết mới và như vậy 
đã tạo ra những liên hệ mới, những khả năng mới làm sống lại trong trí nhớ những 


cái gì liên quan tới bài toán của ta. 


3. Không có một sự tập trung cao 


độ thì đừng hi vọng giải được một bài toán 


nghiêm túc. Nhưng một sự tập trung chú ý vào một đối tượng, căng thẳng như vậy, 


2 


chóng làm ta mệt mỏi. Để sự tập trung của chúng ta không bị giảm sút, cần phải 
thay đổi không ngừng đối tượng của chúng ta. Nếu công việc tiến hành có kết quả 
thì chúng ta luôn có cái để mà nghiên cứu, có những vấn đề mới để khảo sắt và 


như vậy là đuy trì được sự chú ý và lồn 


g phấn khởi của chúng ta. 


Nhưng nếu chúng ta dẫm chân tại chỗ thì sự chăm chú sẽ ít đi, sự thích thú 
giảm sút, ta sẽ thấy mệt mỏi với bài toán, tư tưởng của ta bắt đầu phân tấn và có 


nguy cơ xa rời mất bài toán. 


Để tránh cái nguy cơ đó, chúng ta 


phải đặt một câu hỏi mới, liên quan tới bài 


toán. Câu hỏi này mở ra cho ta những khả năng chưa được khai thác liên hệ với 
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† lập được những liên hệ có ích. Câu 
tổng nó biến đổi bài toán và chỉ 


những kiến thức trước đây, chợ 
hỏi mới lại /u hút được sự ch 
cho ta thấy những khía cạnh mới của nó. ` | 

4. Ví dụ : Tìm thể tích khối chóp cụt, ấy ]à,hình. vuông, cho biết cạnh của đáy 






¬." 


dưới là z, của đáy trên là b và chiều cao là b._ 

Bài toán này có thể ra cho những học sinh đã biết các công thức tính thể tích 
hình lăng trụ và hình chóp. Nếu học sinh không đề ra được ý kiến nào để giải bài 
toán thì thầy giáo có thể bắt đầu bằng cách biến đổi các đữ kiện. Chúng ta bắt đầu 
xết hình chóp cụt, trong đó a > b. Khi cạnh b tăng cho tới lúc bằng a thì sao ? Hình 
chóp cụt thành hình lăng trụ và thể tích ta xét sẽ bằng a”h. Khi cạnh b giảm cho tới 

2 
+2 ` ` Lá ` Z7 „x 2* ^^ ~ > a h 
0 thì sao ? Hình chóp cụt trở thành hình chóp và thể tích phải tìm sẽ bằng __ 
Việc biến đổi các đữ kiện như vậy trước hết làm bài toán trở nên bổ ích. Ngoài ra, 
nó còn có thể gợi ý bằng cách này hay cách khác dùng những kết quả đã biết về 
hình lăng trụ và hình chóp. Trong mọi trường hợp, chúng ta đã tìm được một số 
tính chất của kết quả cuối cùng, cụ thể là công thức phải tìm thoả mãn điều kiện 
— : | 
⁄ ⁄ + À Z* ` ớ h Z vì 2 ~. ⁄ 
nÓ có thê đưa về dạng a“h với b = a và = với b = Ú. Biết trước được những tính 
chất của kết quả phải tìm thì những tính chất đó có thể gợi cho ta những chỉ dẫn 
quỹ giá. Trong mọi trường hợp khi tìm thấy công thức cuối cùng, ta đều có thể thử 
_ lại Như vậy, ta trả lời được câu hỏi : anh có thể thử lại kết quả đó không ? (xem 
mục này điểm 2). 

5. Ví dụ : Dựng một hình thang, cho biết các cạnh a, b, c, d. 

Giả sử a là đáy dưới, c là đáy trên, a và c song song nhưng không bằng nhau, b 
và d không song song. Chúng ta bắt đầu biến đổi các dữ kiện của bài toán nếu như 
không có ý gì khác. - 

Ta bắt đầu với hình thang trong đó a > c. 

Nếu cạnh c giảm tới 0 thì sao ? Hình thang trở thành tam giác. Nhưng tam 


giấc là một hình đơn giản và quen thuộc mà chúng ta có thể dựng được theo những _ 


dữ kiện khác nhau. Có thể là tam giác đó giúp ta trong việc dựng hình thang. Ta 
thử làm như vậy bằng cách kẻ một đường phụ, là đường chéo của hình thang (hình 7). 
Xết tam giác đó, ta thấy hình như nó chẳng giúp ta được gì ? Ta biết hai cạnh a 
và d, nhưng ta lại cần có ba điều kiện. | 


Ta bãy thử một cách khác. Khi c tăng cho đến lúc bằng a thì sao ? 
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L 


ừ) 


câu hỏi nào và cho phép họ được tự m 





Hình 7 Hình Š 
Hình thang trở thành hình bình hành (hình 8). Ta có thể dùng nó làm gì không ? 
Chú ý tới tam giác mà chúng ta thêm vào hình thang ban đầu để làm thành hình 
bình hành. Ta dựng dễ dàng tam giác này theo các cạnh đã biết b, Ä và a —c bằng 
cách biến đổi bài toán ban đầu (dựng hình thang), đi tới một bài toán phụ dễ làm 
hơn (dựng tam giác). Dùng kết quả của bài toán phụ, chúng ta giải dễ dàng bài 
toán ban đầu (chỉ cân hoàn thành việc dựng hình bình hành). 


Ví dụ chúng ta có tính cách điển hình. Lần thử đầu tiên của chúng ta không 
thành công cũng là điển hình. 

Tuy nhiên, xem lại cách giải ta nhận thấy rằng lần biến đổi thứ nhất không 
phải là vô ích. Nó có ý nghĩa của nó, cụ thể là : nó cho phép ta nghĩ tới việc dựng 
một tam giác, làm phương tiện để giải bài toán. Thực vậy, chúng ta đã thành công 
trong lần thứ thứ hai bằng cách sửa đổi cách biến đổi thứ nhất. Trong cả hai trường 
hợp, chúng ta đã biến đổi cạnh c, lần đầu giảm và lần sau tăng nó. 

6. Trong ví dụ trên, ta thường phải xét nhiều cách biến đổi khác nhau của bài 
toán. Ta cần phải biến đổi bài toán, tìm những cách phát biểu khác, biến đổi nó 
cho tới khi tìm được bài toán có lợi cho ta: Ta có thể rút ra những bài học từ một 
trường hợp không thành công, vì trong một lần thử không thành công có thể có 
một ý hay bằng cách sửa đổi nó, chúng ta có thể đi tới một lần thử kết quả hơn. _ 

7. Có một loạt những phương pháp xác định để biến đổi bài toán, thường là có 
ích. Trong đó, các phương pháp, chẳng hạn có những cách biến đổi như quay về 
định nghĩa, phân tích và lập tổ hợp mới, đưa vào những phần tử phụ, sự tổng quát. 
hoá, sự cá biệt và sự tương tự. 

8. Để việc sử dụng bảng được tốt thì việc để ra những câu hỏi như đã nói Ở 
trên (điểm 3) có một ý nghĩa to lớn. Những câu hỏi mới có thể làm chúng ta lại 
thích thú với việc tìm cách giải bài toán. 


Thầy giáo có thể dùng bảng của chúng tôi để giúp học sinh. Nhưng có những 


_ học sinh không cần tới sự giúp đỡ vì đối với họ thì thây giáo không cần đặt ra một 


^ 


ình làm việc, như vậy rõ ràng là thích hợp 
với việc phát triển sự suy nghĩ độc lập của họ. 
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tiếp đỡ các em. Nếu không, 
t,. Hết hứng thú vẻ bài toán, 
là tai hại. Chúng ta có thể 
dùng bảng để giải những bài toán riêng của chúng ta: Muốn dùng bảng có kết quả, 
phải theo sự chỉ dẫn đã nói trên. Trường hợp công việc trôi chảy, khi mà trong quá 
trình giải bài toán, những nhận xết mới cứ tự nó nảy sinh ra thì lẽ tất nhiên ta 
không nên cản trở việc đó bằng những câu hỏi không cần thiết. 
Nhưng khi chúng ta phải đừng lại, trong đầu không có ý gì mới, thì có nguy cơ 
là bài toán làm ta chấn nắn. Trong trường hợp này, ta phải nghĩ tới một ý tổng quát 
_ có thể giúp ích chúng ta, nghĩ tới một câu hỏi hay lời khuyên thích hợp của bảng. 
Và chúng ta vui vẻ đón nhận bất kì một câu hỏi mới nào có thể giúp ta tìm ra con 
đường mới để giải bài toán, nó có thể làm ta trở lại thích thú với bài toán, buộc 
chúng ta tiếp tục làm việc và suy nghĩ về bài toán. 


Bôndœnô Bécng (1781 _ 1848) 


Nhà lôgic và toán học, ông đã dành một phần lớn trong tác phẩm quan trọng 
trình bày về lôgic cho vấn để "thuật phát minh” (tập IH, trang 293 — 575). Về phần 
này của tác phẩm, ông viết: _ 

"Ở đây, tôi hoàn toàn không có ý định mô tả một quá trình tìm tồi phát minh 
_ nào đó, mà đã từ lâu những người có tài cũng chưa biết tới Về vấn đề này, tôi 
cũng không hứa trước là sẽ đem lại một điền gì hoàn toàn mới. Nhưng tôi cố gắng 
trình bày rõ ràng những quy tắc và những phương tiện của việc tìm tòi khoa học 
mà những nhà khoa học đã đi theo, thậm chí nhiều khi không có ý thức. Dù rằng 
không có ảo tưởng là sẽ hoàn toàn thành công trong công trình này, tôi luôn luôn 
hí vọng rằng sự đóng góp nhỏ bé của mình làm người khác vừa lòng và sẽ có 
những áp dụng về sau". 


Bổ đề 

Có nghĩa là "định lí phụ". Thuật ngữ này gốc ở chữ Hi Lạp có thể địch nó một 
cách thật sát là "cái được thừa nhận". | : 

Ví dụ : Khi ầm cách chứng minh một định lí A, ta sẽ giả thiết có tổn tại một 
định lí B khác. Nếu B đúng, hiển-nhiên ta có thể dùng nó để chứng minh A. 

Ta thừa nhận tạm thời.B là đúng, chưa chứng mình nó và tiếp tục chứng 
minh định lí A. Định lí B Công nhận như vậy, là một định lí phụ đối với định lí 
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A cho trước. Sự giải thích ngắn gọn này minh hoạ đầy đủ ý ưni hiện nay của 
chữ bổ đề". 


Các bởi toán thực tiễn 


Về nhiều phương diện chúng khác xa những bài toán thuần tuý toán học. Tuy 
nhiên, các lí luận và phương pháp chính để giải thì về căn bản là như nhạu. Hơn 
nữa, những bài toán thực tiễn của người kĩ sư nói chung có bao gồm một phần toán 
học. Sau đây chúng tôi sẽ trình bày những điểm khác nhau, những điểm tương tự 
và các mối liên hệ giữa hai loại bài toán đó. 


1. Xây dựng một công trình thuỷ lợi trên một dòng sông là một bài toán thực 


tiễn đáng chú ý. Không cân có kiến thức chuyên môn mới hiểu được điều đó. Ở 
các thời kì cổ sơ của loài người, xa kỉ nguyên khoa học, người ta cũng sử dụng các 
đập nước, chẳng hạn trong lưu vực sông in ln cập) và ở nhiều nơi khác mà mùa 
màng phụ thuộc vào nước sông. 

Ta hãy xét vấn đề xây dựng một đập nước quy mô hiện đại. 

Đâu là ẩn ? Một bài toán thực tiễn về loại này có nhiều ẩn : vị trí chính xác . 
của đập, hình đạng, kích thước, nguyên vật liệu cần dùng, ... 

Đâu là điều kiện ? Có nhiều, ta không thể trả lời vấn tắt được. Trong một đề 
án lớn lao như vậy, phải thoả mãn nhiều nhu cầu kinh tế, mà càng gây ít thiệt hại 
càng tốt cho các nhu cầu cơ bản khác. Chiếc đập phải cung cấp điện, cung cấp 
nước vào ruộng, hay nước cho các nhu cầu khác và phải cho phép ta kiểm soát. 
được thời kì nước lũ. Nhưng cái đập phải ít cẩn trở sự đi lại của thuyền bề trên 
dòng sông, sự phát triển các loại cá có ích và không làm hỏng một môi trường 
cảnh quan đẹp... Và đĩ nhiên, giá thành phải càng thấp càng tốt và thời gian xây 
dựng phải ngắn. 

Đâu là đữ kiện ? Khối lượng các dữ kiện _ ta phải chú ý đến thì thật là nhiều 
đến kinh khủng. Cần những dữ kiện về trắc địa liên quan đến dòng song và các chỉ 
nhánh cho nó ; những dữ kiện về địa chất cần cho sự vững chắc của các nền móng, 
về nước thấm, về các vật liệu xây dựng có thể tìm được tại chỗ ... về thuỷ văn cho 
biết những kì nước lũ hằng năm, về kinh tế cho biết giá trị các ruộng đất được tưới, 
giá cả các vật liệu xây dựng và sức lao động ... 

Ví dụ này chứng tỏ rằng các ẩn, các dữ kiện, các điều kiện trong một bài toán 
thực tế là phức tạp hơn và không được xác định rõ ràng như trong một bài toán 
thuần tuý toán học. 


2. Muốn giải một bài toán bất kì, cần có một vốn kiến thức tối thiểu. Người Kĩ 
sư hiện đại có thể sử dụng đồng thời những kiến thức hoàn toàn chuyên môn, một 
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rãi như vậy, VỆ tết: chúng ta cũng có ó thể cố găng từng Tượng x‹ xem một người xây 
dựng đập thời cổ Hi Lạp đã lí luận như thế nào. Dĩ nhiên, ông ta đã có địp xem 
nhiều đập khác hay những đê điều và công trình thuỷ lợi khác. Ông đã nhìn thấy 
sông khi nước lũ, mang theo nhiều thứ mà nó đã cuốn trôi và gây áp lực hai bên 
bờ. Có thể ống ta đã tham gia sửa chữa nhưng nơi bị nước lụt phá loại. Có thể ông 
đã chứng: kiến một cái đập bị vỡ do nước quá mạnh. Chắc chắn ông đã nghe nói 
đến nhiều đập chịu đựng hàng thế kỉ và nhiều tai hoạ khi đập bị vỡ thình lình. 
Chắc chắn trong đầu óc của ông có những ý nghĩ về áp lực của nước trên mặt đất, 
SỨC chịu. đựng và sức ép của các vật liệu trong đập. 


Tuy nhiên, một nhà xây dựng như vậy không hề có một quan niệm rõ rầng, 
định lượng, khoa học về áp suất các chất lỏng hay về các lực đàn hồi trong các cố 
thể, mà quan niệm đó lại là một bộ phận cơ sở trong kiến thức của một kĩ sư hiện 
đại. Nhưng ngay người kĩ sư hiện đại, cũng sử dụng rất nhiều kiến thức chưa đạt 
đến một trình độ khoa học chính xác, những điều hiểu biết của anh ta về sức phá 
hoại của nước, về. đất bồi, về sức dẻo và nhiều tính chất khác của một số vật liệu 
chưa được xác định rõ ràng, hầu hết đều mang một tính chất thực nghiệm. 

- Ví dụ này chứng tỏ rằng, những kiến thức cần thiết và những quan niệm được 
sử dụng trong các bài toán thực tế là phức tạp hơn và không được xác định rõ Tầng 
. như trong các bài toán thuần tuý toán học. 


3. Kết hợp với điều nhận xét ở cuối điểm 1 về các ẩn, đữ kiện và điều kiện, 
chúng ta có thể nói vắn tắt rằng, trong các bài toán thực tế, tất cả đều phức tạp hơn 
và không TỐ Tầng như tróng các bài toán thuần tuý toán học. Đó là điều khác nhau 
cơ bản giữa hai loại bài toán đó và từ đó lại đưa đến nhiều sự khác :nhau nữa, tuy 
nhiên, các lập luận và phương pháp cơ bản để đạt được lời giải thì đều như nhau 
trong cả bäi:loại bài toán.. | | 

Thông: thường, người ta thừa nhận rằng những bài toán thực tiễn đòi hỏi nhiều 
kinh nghiệm hơn : điều đó cũng có thể. Tuy nhiên, theo ý kiến chúng tôi thì sự 
khác nhau chủ yếu nằm trong bản chất của các kiến thức cần thiết, chứ không phải 


trong cách giải quyết của chúng ta. Dù là bài toán nào chăng nữa thì baö SIỜ fA_ 


cũng phải nhờ đến những kinh nghiệm có từ trước và tự đặt cho mình những cấu 
hỏi : Ta đấ:gặp bài toán này dưới dạng hơi khác chưa ? Ta có biết một bài toán 
nào càng loại không ?. 


Để giải quyết một bài toán thuần tuý toán học, chúng ta xuất phát từ những 


quan niệm Tất 1 rõ ràng, tương đối có trật tự trong ý nghĩ của ta. Với một Đài toán | 
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thực tế nhiều khi ta phải xuất phát từ những ý nghĩ mơ hồ và việc làm sáng tỏ các 
khái niệm có khi lại là một bộ phận quan trọng của bài toán. Ngành y học hiện nay 
có nhiều điều kiện để chẩn đoán các bệnh truyền nhiễm hơn trước thời kì Pastơ vì 
khi đó khái niệm về truyền nhiễm còn rất mơ hồ. Ta đế để ý đến mọi khái niệm 
thiết yếu của bài toán hay chưa ? Đó là một câu hỏi bổ ích cho các loại bài toán, 
nhưng cách sử dụng nó thay đổi rất nhiều tuỳ theo bản chất các khái niệm mà ta 
gặp phải. - _ 

Trong một bài toán thuần tuý toán học, mọi đữ kiện và điều kiện đều là cần 
thiết và phải để ý. Trong các bài toán thực tế, ta có vô số các dữ kiện và điều kiện, 
tất nhiên ta phải chiếu cố đến chúng càng nhiều càng tốt, nhưng dẫu sao thì cũng 
phải bỏ qua một số. Ta trở lại trường hợp của người xây dựng. Ông phải chú ý đến 
lợi ích công cộng. và những quyển lợi kinh tế quan trọng nhất, nhưng lại phải hi 
sinh những quyền lợi của một vài cá nhân hay những thiệt thòi thứ yếu. Những dữ 
kiện của bài toán này quả là vô tận. Chẳng hạn, ông muốn thu thập càng nhiều chỉ 
tiết càng tốt về tính chất của đất mà ông sẽ xây dựng công trình, nhưng vì không 
thể bỏ mất quá nhiều thời gian để thu thập những dữ kiện về địa chất, nên ông phải 
bằng lòng với những tài liệu đã có và như vậy là kết quả về 'HỆNG lai sẽ có phần 
nào không chắc chắn. 


Bạn đã sử dụng mọi dữ kiện hay chưa ? Đã sử dụng toàn bộ điều kiện hay 
chưa ? Ta không thể nào trốn tránh được các câu hỏi đó khi phải giải các bài toán 
thuần tuý toán học. Trong bài toán thực tế, có thể sửa đổi các câu hỏi trên như. sảu. 
Bạn đã sử dụng những dữ kiện nào có thể góp phần đáng kể vào việc tìm ra lời giải 
hay chưa ? Bạn đã sử dụng những điêu kiện nào có thể có ảnh hưởng đáng kể đến 
lời giải hay chưa ? Sau khi đã sắp xếp các điều hiểu biết mà ta đã có được, sau khi 
đã tìm hiểu thêm những chỉ tiết khác nếu cần thiết thì sẽ đến một lúc mà ta phải 
chấm đứt các cuộc tìm biểu, tuy biết chắc chắn rằng như vậy là đã bỏ qủa mất một 
số điểm. "Sợ nguy hiểm thì đừng đi biển". Sự thật thì bao giờ cũng có rất nhiều đữ 
kiện không có ảnh hưởng đáng kể đến kết cục của lời giải. 

4. Những người xây dựng đập thời cổ Ai Cập phải thoả mãn với những kinh 
nghiệm của bản thân họ vì họ không thể dựa vào cái gì khác. Ngược lại, người kĩ 
sư hiện đại không thể chỉ dựa trên kinh nghiệm, đặc biệt nếu đề án của anh ta 
nhằm xây dựng một công trình mới và táo bạo. Anh ta phải tính toán sức chịu 
đựng của đập đang dự kiến làm, trông thấy trước một cách chính xác những ứng 
lực trong các bộ phận, điều đó buộc anh ta phải áp dụng lí thuyết đàn hồi (được 
xác nhận rất đúng trong các công trình bằng bê tông cốt sắt). Nhưng muốn làm 
điều đó, anh ta phải có một kiến thức rất rộng rãi về toán học và như vậy, bài toán. 
thực tế của nhà Kĩ sư đã dẫn đến một bài toán thuần tuý toán học. 
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lên chúng t tội không đề cập đến 
ỳ tốn đạt và giải : một bài 


- Bài toán này thuộc mí 
ở đây, mà chỉ nêu lên¿n Ệ t 
toán thuần tuý toán học xuất phát từ nh 
chúng ta giới hạn trong việc tính gấn đúng, vì Ya đã: buộc phải bỏ qua một số đữ 
kiện và điều kiện phụ của bài toán thực: tiễn. Vì vậy, phải ¡ công nhận một sự thiếu 
chính xác phần nào trong khi tính toán, đặc biệt là nếu làm như vậy thì tính toán 
đơn giản đi nhiều. : 

5. Việc tính gần đúng thì kể ra cũng có nhiều điều bổ ích đáng nói. Nhưng vì 
chưa biết rõ "hành lí” toán học của độc giả, nên chúng tôi chỉ đề cập đến một ví dụ 
lí thú mà muốn hiểu thì chỉ cần trực giác. 

Việc lập các bản đồ địa lí là một bài toán thực tế. Muốn vẽ bản đồ thì thông 
thường người ta thừa nhận quả đất là một hình cầu, điều đó chỉ là một giả thiết gần 
đúng không phù hợp với thực tế. Diện tích Trái Đất không thể xác định bằng toán 
học và ta biết rằng quả đất dẹt ở hai đầu. Tuy nhiên, nếu xem nó như một quả cầu 
thì chúng ta có thể lập địa đồ dễ dàng hơn nhiều, ta có lợi nhiều về mặt giản đơn 
mà không mất gì mấy về tính chính xác. Để thấy rõ điều đó, ta tưởng tượng một 
quả bóng lớn có hình dạng giống hệt quả đất với đường kính ở xích đạo bằng 3 
mớt. Khi đó thì khoảng cách giữa các cực của quả bóng, đĩ nhiên bé hơn đường 
kính vì quả đất bị dẹt, nhưng cũng chỉ bé hơn có một centimét. 

_ Như vậy là hình cầu có thể biểu thị gần đúng quả đất, mà biểu thị rất tốt. 


Cóc danh từ (từ ngữ) cũ vờ mới 


Các danh từ cũ và mới đùng để mô tả hoạt động của trí óc khi giải các bài toán 
thường là mơ hồ. Sự hoạt động này lại rất quen thuộc, nhưng cũng như mọi thứ 
trừu tượng, nó khó mô tả khi không nghiên cứu một cách hệ thống thì ta không thể 
dùng các danh từ chuyên môn, mà nếu dùng các danh từ thông thường, bấn 
chuyên môn thì các danh fừ này thường bị lẫn lộn vì ý nghĩa của chúng thường 
thay đổi tuỳ theo tác giả. 


Sau đây, chúng tôi nêu một số các danh từ mới đã được dùng trong việc này 
mà một số danh từ cũ, trong đó có một số mà chúng. tôi đã có dụng ý không dùng 
đến và một số đã được CHHế: mặc dù là mơ hồ. Chúng tôi sẽ cố gắng kết hợp nhiều 
ví dụ cụ thể. 


1. Pháp phân tích đã được Pappus định nghĩa rõ ràng : nó chỉ một lối lí luận 
điển hình là đi từ ẩn (hay kết luận) để trở lại các đữ kiện (hay giả thiết). Rủi một 
điều là ý nghĩa của danh từ này dần dần bị biến đổi và hiện hay trở thành SH hẳn 
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n đề thực tiễn thì thông thường, 


te 


Ÿ% 


tì 


*;) 


đì 


-_ (phân tích hoá học, phân tích HUY .), Vì vậy, chúng tôi đã tránh không dùng danh 


từ này, tuy rất tiếc. 


-2. Điều kiện liên hệ ẩn số với các dữ kiện. Đó là một danh từ rõ ràng và có ích.. 
Nhiều khi cần phân chia điều kiện ra nhiều phần. Nhưng mỗi phần đó thường cũng 
lại được gọi là một điều kiện. Điều mơ hồ này cũng có thể tránh được bằng cách 


dùng một danh từ mới để chỉ các phần của điều kiện, chẳng hạn, ta có thể gọi mỗi 


phần đó là một điểm, một "điều kiện"t), ) 


3. Giả thiết chỉ một bộ phận quan trọng của một định lí toán học. Với ý nghĩa 
đó, danh từ này hoàn toàn rõ ràng và đầy đủ. Điều khó khăn ở đây là nhiều khi 
một bộ phận của giả thiết cũng được gọi là một giả thiết, do đó có thể lẫn lộn. 

Cách bổ khuyết cũng như trên. 

Rủi một điều là nhiều khi ta phải dùng danh từ "giả thiết” để chỉ một ý kiến 
chưa chắc chắn, một điều dự đoán. Trong một ngữ cảnh cụ thể thì điều lẫn lộn này 
sẽ không xảy ra được. 

4. Lí luận giật lài. Danh từ này có một số tác giả dùng với ý nghĩa là phân 
tích". Chúng tôi dùng đến, nhưng chỉ một vài nơi mà thôi. : 

5. Danh từ ống hợp cũng được Pappus sử dụng với một nghĩa xác định. 
Nhưng vì những lí do tương tự như với dùng từ "phân tích", nên chúng tôi cũng 
phải tránh danh từ này. 


Cúc phẩn tử phụ 


Lúc giải bài toán xong thì quan niệm của ta về bài toán trên sẽ toàn bộ, đầy đủ 
hơn nhiều so với lúc đầu (xem "đi và đạt tới" mục I). Trong khi đi dần tới cách 


giải, chúng ta bổ sung thêm những phần tử mới vào các phân tử khảo sát lúc đầu. 


Phần tử mà ta đưa vào với hi vọng nó giúp ta tiến tới tìm được cách giải bài toán, 
gọi là phần tứ phụ. 

z1, Có nhiều loại phần tử phụ, khi giải bài toán hình, ta có thể bổ sung hình vẽ 
bằng những; đị ờn THỚI — Mai đường phụ (những đoạn thẳng). Khi giải bài toán, 
đại SỐ, ta có thểt tựa vào ẩn số phụ (xem mục "các bài toán phụ" điểm 1). Định lí 
phụ là định lí mà ta đưa vào với hi vọng nhờ nó ta CỐ thể đi dân tới cách giải bạt 
toán Tiền đâu.. , : 





-+ _... 


(1) Khi không s Sợ ở lẫn lộn, chúng tôi vẫn gọi mỗi phần đó là một điều kiện vì thấy không cố 


| cách gøì hơn (người dịch). 
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-2. Những ý nghĩ. dẫn; ¿ta¿f việc đưa ân nhữệg. phân tử phụ có thể rất khác 
nhau. Thật là vụi mừng nếu nhữ ta, TH _ lạ HỢC một bị oắn tương tự vớt bài toán 
của chúng ta đã giải rội. Rất có, thể dã bài toán ¡đó được dùng tới, nhưng. fa còn 
chưa biết, là phải làm nhứ thế nào. Chẳng hạn, dạ đạng ' cố giải một bài toán hình, 
Giả sử trong một bài toán tương tự nào đó trước đây đã giải TỔi mà ta nhớ lại được 


là có nói đến những tam giác nào đó. 









Trong khi đó, trên hình vẽ của ta không có một tam giác nào cả. Để có thể lợi 
dụng bài toán phụ đã tìm thấy thì hình vẽ của ta phải có chứa một tam giác. Như 
vậy, chúng ta phải đưa vào một tam giác như thế bằng cách bổ sung hình vẽ bằng 
những đoạn thẳng: phụ thích hợp. Nói chung, nếu ta đã sớm nhớ được cách giải của 
một bài toán tương tự và muốn lợi dụng nó để giải bài foán đã cho, thì nên đặt câu 


hỏi : Nên đưa vào phần tử phụ nào để có thể lợi NHEc được bài toán trước đây ? (Ví. 


dụ trong mục 1Ö là điển hình). 

Bằng cách trở lại các định nghĩa, chúng ta cũng thấy sự tất yếu phải đưa vào 
những phần tử phụ. Chẳng hạn, khi cho định nghĩa của đường tròn, chúng ta phải 
nhớ ngay tới tâm và bán kính của nó và chỉ rõ ra trên hình vẽ đang xét. Nếu 
không, ta không thể rút ra được một lợi ích cụ thể từ định nghĩa đó. Phát biểu định 
nghĩa mà không vẽ gì cả có nghĩa là nghiên cứu bằng lời nói suông. 

- Những cố gắng dùng những kết quả đã biết và sự trở về với định nghĩa là 
những lí do thông thường nhất buộc phải đưa vào những yếu tố phụ, HỘ DnG không 
phải chỉ có vậy. 

Quan điểm của ta về bài toán có thể thay đổi sau khi bài toán được bổ sung 
những phần tử mới, làm. cho nó được đầy đủ hơn, liên hệ chặt chẽ hơn với những 
kiến thức có trước và có đủ khả năng gợi cho ta con đường đi tới cách giải. 

Tuy nhiên, khi bổ sung những phần tử mới, chúng ta thường không hiểu rõ 
được ngay là có thể đùng chúng như thế nào. 

Chúng ta chỉ cảm thấy rằng đã có được "một ý chói lọi" trong quan niệm mới 
về bài toán sau khi đã bổ sung những phần tử phụ nhất định. : 

Cái lí do buộc phải đưa vào một phần tử phụ nào đó có thể là khác nhau nhưng 
lí đo đó là phải có. Không nên đưa vào những phần tử mà không có một lí do nào cả. 


3. Ví đụ : Dựng một tam giác cho biết một góc với một đỉnh của nó, chiều cao 
kẻ từ đỉnh đó và chu vi của nó. 


Chúng ta đựa vào những kí hiệu thích hợp.. Ta kí hiệu œ là góc chò trước, Ò là 
chiều cao cho trước kẻ từ đỉnh A mà góc tại đó bằng œ và p là chu vi cho trước. 
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Chúng ta vẽ hình trên đó có ghi những kíhiệu ø và h. 
-_. Anh đã dùng hết mọi cái cho biết trước chưa ? 

Chưa, vì trên hình vẽ chưa có đoạn thẳng nào có độ đài p, bằng chu vị của tam, 
giác. Do đó, ta phải đưa p vào. Nhưng đưa vào như thế nào ? 


À - À_ - 


Hình 9 | Hình 10 


Ta có thể thử đưa p vào bằng nhiều cách khác nhau. Nhưng cách làm biểu diễn _ 
ở hình 9, 10 không được tốt. Tìm cách giải thích tại sao lại không tốt, ta đi tới kết 
luận rằng nguyên nhân chính là sự thiếu đối xứng. | 
Thực vậy, trong một tam giác mà ba cạnh a, b, c chưa biết (ta kí hiệu như 
thường lệ : a là cạnh đối diện với góc À). Ta biết rằng : 
a+b+c=p 
Như vậy, các cạnh b và c đóng một vai trò như nhau ; chúng có thể đối lẫn cho 
nhau ; bài toán của chúng ta đối xứng với các cạnh b và c, ý nghĩ đó có thể gợi ý 
cho ta phải đưa đoạn thẳng có độ dài p vào như ở hình 11. Trên đường kéo dài của 
cạnh a, ta đặt đoạn CE có độ dài bằng b ở một phía, còn phía kia đặt đoạn BD có 
độ đài c. Thành thử trên hình vẽ (h.l 1) ta dựng được đoạn ED có độ dài : 
b+a+c=p | 
Dù rằng có rất Ít kinh nghiệm 
giải bài toán dựng hình chúng †a 
cũng không quên đưa vào cùng 
với ED, các đoạn thẳng phụ AD 
và AE mà mỗi đoạn đều là đấy 
của một tam giác cân. 





Thực vậy, đưa vào bài toán - 
những phần tử đặc biệt đơn giản và Hình 11 
quen thuộc là luôn luôn có ý nghĩa. 

Những phần tử như vậy chính là các tam giác cân trong trường hợp ta đang 
xét. Chúng ta đã đưa vào những đoạn thẳng phụ một cách rất có kết quả. Khảo sát 


m) 


hình vẽ mới, ta phát triển. được một bệ thức đơn: giản. giữa. góc BAD và góc œ.. 





“Thực vậy, dùng những. tarñi giáo È 154 BỊ và: AØl 3shã: thấy rằng DAE =Ã + 907. 








Sau chú ý đó, hiển nhiên là phải cố dựng được: tam' giác DAE. Thành thử VIỆC giải 
bài toán ban đầu dẫn tới việc giải một bài toán phụ nào đó, rất đơn giản. ` 


4. Các thầy giáo và các tác giả những sách giáo khoa không nên quên rằng học 
sinh và độc giả có suy nghĩ sẽ không hài lòng nếu ta giới thiệu với họ một chứng 
mỉnh làm sắn, trong đó mỗi bước đều đã được thử nghiệm là đúng, vì họ muốn 
biết cơ sở và mục đích của mỗi bước phải làm. Việc đưa vào một phần tử phụ là 
một bước làm ta phải chú ý ngay. Nếu như có một đường phụ tài tình xuất hiện đột 
ngột trên hình vẽ thì người học sinh hay độc giả có suy nghĩ sẽ thấy thất vọng và 
cảm thấy như bị đánh lừa. Toán học chỉ bổ ích khi nó bồi bổ cho sự nhanh trí và 
khả năng suy luận của chúng ta. 


Nhưng sự nhanh trí và khả năng suy luận không thể được bởi bổ nếu như lí do 
và mục đích của các bước đập mạnh vào mắt ta hơn cả lại không được giải thích rõ 
ràng. Sự giải thích từng bước nhờ các chú ý thích hợp (như ở điểm 3) hay những 
- câu hỏi và lời khuyên chọn lọc cần thận đòi hỏi nhiều công sức và thời gian (như ở 
những mục 10, 18, 19, 20). Nhưng những sự giải thích như vậy có thể xứng đáng 
Với công sức bỏ ra. 


Các quy tắc của phới minh 


Quy tắc thứ nhất là phải có khả năng (thông minh) và có may mắn. Quy tắc thứ 
hai là phải kiên trì, nhẫn nại không thoái lui khi những ý M tưởng hay chưa xuất hiện. 

Chúng tôi thấy cần phải nhắc độc giả một điều, đầu có phần nào thô bạo là 
nhiều khi cố gắng vẫn đưa đến thất bại. Thiết lập nên những quy tắc có hiệu lực 
mà nhờ đó có thể giải tất cả các bài toán là một việc còn nên làm hơn là tìm các 
kim thạch như xưa kia các nhà giả kim thuật đã mất công tìm kiếm. Nhưng những 
quy tắc như vậy sẽ là ảo thuật, mà ảo thuật thì không thể có được. Tìm được những 
quy tắc chắc chắn có thể : ấp dụng được cho mọi loại bài toán, đó chỉ là một ảo 
tưởng không thể nào thực hiện được. - 


Người nghiên cứu đứng đắn không đi tìm những quy tắc như vậy mà có thể cố 
gắng tìm hiểu các phương pháp điển hình của quá trình SUy nghĩ, hình dạng và các 
giai đoạn của lí luận có ích đặc biệt cho việc giải các bài toán. Những phương 
pháp này, mọi người có lương tri đều có thể sử dụng được. Trong các phương phấp 


này, ta gặp nhiều câu hỏi và lời gợi ý thường được nhắc đi nhắc lại : đó là, những 
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câu hỏi mà những người thông mình thường tự đặt cho mình và những người thầy 
xứng đáng với danh hiệu đó đặt ra cho học sinh. Sử dụng các câu hỏi và điều gợi ý 
đó, gom góp lại trong một bảng có lẽ không lí thú bằng sử dụng các kim thạch, 


nhưng Ít ra ta cũng có thể có được một bảng như vậy. Bảng mà chúng tôi trình bày _ 


ở đây gồm nhiều câu hỏi thuộc loại nói trên. 


-_ Các quy tắc về giỏng dạy 


Quy tắc thứ nhất là phải nắm vững điều mình dạy. Quy tắc thứ hai là phải biết 
nhiều hơn nội dung chương trình dạy. 

Tác giả quyển sách này nghĩ rằng đối với nhà giáo cũng cần có những quy tắc, 
nếu không thì quyển sách này đã chẳng ra đời. Tuy nhiên, chúng ta không nên 
quên rằng một giáo viên về toán phải biết rõ những điều mình dạy và nếu anh 
muốn truyền cho học sinh của mình lối suy nghĩ thích hợp khi giải toán thì bản 
thân anh cũng phải quen thuộc với lối suy nghĩ đó. 


Các quy tắc về hồnh văn 


Quy tắc thứ nhất là phải biết rõ điều mình muốn nói, quy tắc thứ hai là khi 
muốn nói hai điều thì phải lần lượt phát biểu điều này trước, điều kia sau, chứ 


- đừng phát biểu cùng một lúc. 


Chốn đoón 


Chúng tôi dùng chữ này như một thuật ngữ đặc biệt thuận lợi trong những vấn 
đề giáo dục và ở đây có nghĩa là : "Sự đánh giá chính xác công việc của học sinh”. 
Hiển nhiên là điểm số cho biết về mặt đó nhưng chỉ một cách khái quát, người thầy 
giáo muốn hoàn thiện công việc của học sinh phải có một sự đánh giá chỉ tiết hơn 
những ưu, khuyết điểm của từng học sinh, chẳng khác gì một người thầy thuốc 
muốn hoàn thiện sức khoẻ của một bệnh nhân thì cần phải có chẩn đoán bệnh. 

Ở đây, chúng tôi đặc biệt chú ý tới thái độ của học sinh đối với việc giải các 
bài toán. Đánh giá nhử thế nào ? Tốt hơn là nên phân biệt bốn giai đoạn trong quá 


trình giải một bài toán. Thực vậy, cách xử trí của học sinh trong các giai đoạn đó 


đủ để đánh giá các em không ? _ 

Cái thiếu sót phổ biến nhất trong khi giải bài toán là biểu bài toán không đầy 
đủ, chứng tỏ thiếu tập trung tư tưởng. Còn đối với việc đề ra một chương trình, tìm 
cái ý chung của cách giải thường có hai sai lầm đối lập nhau. 
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Trong Việc: thực hiện NN trình, khuyết điểm phổ biến là sự cẩu. ¡ thả, thiếu 
kiên nhẫn trong việc thử lại các chỉ tiết chính. Đặc biệt phổ biến là học sinh không 
thử lại kết quả gì cả. Các em thường hài lòng sau khi đã tìm được cách giải, Sấp ` vỞ 
lại và không hề sửng sốt về những kết quả vô 1í nhất. 


Người thầy một khi đã chẩn đoán được khuyết điểm nói trên của học sinh, có 
hi vọng giúp học sinh sửa chữa được nếu như người thầy cứ xoáy vào một số câu 
hỏi thích hợp của bảng mà hỏi học sinh. 


Có thể nghiệm lợi kết quả )gy không ? Có thể nghiệm lại cách suy. 
luận không 2? 


Một câu trả lời khẳng định ở đây có thể củng cố lòng tin tưởng của chúng ta 
vào sự đúng đắn của lời giải và đồng thời cũng củng cố thêm kiến thức của ta. 


1. Ta có thể nghiệm lại các kết quả bằng số bằng cách so sánh với những số 


thường thấy trong thực tế hàng ngày, ở đây chỉ cần đến lương tri thông thường là. 


đủ. Những bài toán đặt ra do nhu cầu thực tiễn hay tính tò mò tự nhiên, thường dựa 


trên những sự kiện có thật, do đó ta có thể nghĩ rằng mọi người đều không quên - 


tìm cách so sánh nói trên. Tuy nhiên, tất cả các thầy giáo đều biết rằng trong vấn 

để này có những học sinh đã đi đến những kết quả quá sức vô lí, mà không hề biết 
lấy làm lạ, như khi tìm thấy chiều đài của một chiếc thuyên con là 1613 mết và 
tuổi của một sĩ quan già là 8 tuổi rưỡi. Điều đó không nhất thiết là do ngu xuẩn mà 
có ]ẽ chủ yếu là do sự xa rời thực tế trong những bài toán giả tạo. 


2. Với những bài toán "bằng chữ" thì có nhiều cách nghiệm lại kết quả phong 
phú hơn và bổ ích hơn là với những bài toán bằng số (mục 14). Ta lấy một ví đụ 
khác, xét một hình chóp cụt đáy vuông. Nếu cạnh của đáy dưới bằng a, cạnh đáy 
trên bằng 5, chiêu cao là h, thì thể tích là : 


a7 +ab + bŸ 

| ỡ N 

Ta có thể nghiệm lại kết quả này #røg những trường hợp riêng. Thật lo làn 

b=a, hình CHỌP cụt trở thành một hình chói trụ và công thức trên cho Z ở, nếu 
h) 


h 


b=0, hình dần cụt trở thành hình chóp và công thức trên cho =. Ta có thể áp 


+ 
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dụng cách xét thứ nguyên, vì kh đó thể tích biểu thị qua lập phương của chiều dài. 
_'Ta cũng có thể nghiệm lại công thức bằng cách cho các dữ kiện biến thiên. Vì nếu 
ị các dữ kiện tăng thì giá trị của công thức cũng tăng theo. 

| Những cách nghiệm lại như vậy không những có thể áp dụng cho kết quả cuối 
cùng mà còn có thể áp dụng cho các kết quả trung gian. Dù sao thì các cách đó 
cũng có ích trong việc giải thích công-việc phụ mà chúng fa bắt buộc phải làm 
(xem mục biến đổi bài toán, mục 4). Để sử dụng các cách đó, ta có thể tổng quát 


^“HI ~“1[ 


hoá một "bài toán bằng số" và biến đổi nó thành một “bài toán bằng chữ" (xem 
mục tổng quất hoá, mục 3). _ 

3. Có thể nghiệm lại cách 1í luận không ? Khi nghiệm lại cách lí luận từng 
bước, ta tránh lặp lại nguyên văn, vì như vậy trước hết là rất chán, không bổ ích và 
làm mệt trí óc, sau nữa, vì nếu giữ lại những điểu kiện cũ thì khá chắc chắn là 
chúng ta sẽ gặp lại những khó khăn cũ. Nếu ta thấy cần thiết phải duyệt lại toàn bộ 
lí luận, từng bước thì ít nhất ta cũng phải thay đổi thứ tự các giai đoạn, cách ghép 
các giai đoạn với nhau, đưa vào ít nhiều điều sửa đổi. 

4. Một công việc đỡ mệt nhọc và bổ ích hơn là :nhắc lại các điểm yếu trong lí. 
luận của chúng ta và ưu tiên xét lại các điểm đó, khi làm việc đó thì câu hỏi sau 
đây có thể có ích lợi : /z đế sứ dụng hết tất cả các đữ kiện hay chưa ? 

5. Rõ ràng là những tri thức phi toán học của chúng ta không hoàn toàn căn cứ 
trên những chứng minh lôgic. Phần chủ yếu nhất của các tri thức thông thường của 
chúng ta được thường xuyên nghiệm lại và củng cố do kinh nghiệm hằng ngày. 
Trong khoa học tự nhiên người ta thực hiện một cách có hệ thống hơn những thí 
nghiệm quan sát và thí nghiệm đo lường kết hợp với lí luận toán học. Những kiến 
thức toán học của chúng ta có thể chỉ hoàn toàn căn cứ vào sự chứng minh lôgIïc. 

Đó là một vấn đề thuộc về lĩnh vực triết học mà ta không thể thảo luận ở đây. 
Chắc chắn là các tri thức toán học của chúng ta, của anh, của tôi hay của cấc em 
học sinh, không phải chỉ căn cứ vào lí luận lôgic. Bất cứ kiến thức sâu sắc nào 
cũng đều dựa vào trên một cơ sở thực nghiệm rộng rãi, cơ sở này thường xuyên 
được mở rộng mỗi khi kết quả của một bài toán được thí nghiệm xác minh. 


Có thể phới biểu bởi toán dưới một hình thức khóc hơưy không 2 


Các câu hỏi này có mục đích đưa đến một sự biến đổi bài toán. 


Bạn hãy quay lại các định nghĩa (xem mục định nghĩa). 


KỆ, 






ằn#'có một cách giải 
H Thị quả bằng cách nào khác 
không 2 Có thể NhÀy thấy kết quả: ngày lập tức Không) ? Ngay khi lời giải mà ta đã 
tìm được là đã tốt rồi, thì việc tìm được một lời giải khác cũng vẫn có lợi. Thật là 
sung sướng khi thấy rằng kết quả tìm được xác nhận nhờ hai lí luận khác nhau, 
cũng như chúng ta thích biết được một vật nào đó nhờ hai giác quan khác nhau. Có 





được một chứng cớ rồi, chúng ta còn muốn tìm thêm một chứng cớ nữa cũng như, 


chúng ta muốn sờ vào một vật mà ta đã trông thấy. 

Điều đó có nghĩa là : hai chứng cớ có giá trị hơn là một. 

Ví dụ tìm diện tích xung quanh S của một hình nón cụt, biết bán kính của đáy 
dưới R, bán kính của đáy trên r và chiều cao h. | 

Có nhiều cách giải bài toán này. Nếu giả sử ta biết công thức dùng để tính 
diện tích xung quanh của một hình nón thì vì một hình nón cụt có được bằng cách 
từ một hình nón ấy đi một hình nón bé hơn, nên diện tích xung quanh của nó bằng 
hiệu giữa các diện tích xung quanh của hai hình nón, chỉ cần biểu thị nó qua R, r 
và h. Phát biểu ý đó, cuối cùng ta đi đến công thức : 


S=xz(R+?). J/(R—z)2 +1? 


. _ Khi đã đạt kết quả này (sau các phép tính phần nào dài dòng), ta có thể tìm 
một lí luận khác rõ ràng hơn và gọn hơn. Có /hể từm được kết quả này bằng cách 
khác không ? Có thể nhìn thấy kết quả này ngay lập tức không ? 
Muốn tìm kết quả này, một cách trực tiếp hơn, ta thử xết ý nghĩa hình học của 
nó. Ta có thể nhận thấy rằng : 


là chiều dài của đường sinh, ta gọi đường sinh là một trong các cạnh không song 
song của hình thang cân sinh ra nón cụt khi quay xung đưanh đường thẳng nối các 
trung điểm của các cạnh song song (hình 12). Ta cũng có thể nhận thấy rằng: 


zŒ+ ò= 27K + 27r 
- b 2 š 
là trung bình cộng các chu vi của hai đáy. Ta lại cũng có thể viết : 
x(R+t)= “2 2 
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- 


và đó là chu vi của thiết diện trung bình của hình nón cụt. 
Các cách giải thích trên đây cho phép ta nhìn vấn 
đề theo một khía cạnh mới và phát biểu : 


Diện tích = chu vi thiết điện trung bình x đường sinh. 





Đến đây, đí nhiên ta nhớ đến quy tắc diện tích 
hình thang : Hình 12 

Diện tích = đường trung bình x chiều cao. 

(Đường trung bình song song với các đáy của hình thang và chia chiều cao ra 
hai phần bằng nhau). So sánh hai công thức trên đây, ta thấy được "ngay lập tức” 
toàn bộ kết quả về bình nón cụt ; khi đó, ta cảm thấy rằng có thể chứng mình nhanh 
chóng và trực tiếp một kết quả mà ta tìm được nhờ những phép tính dài dòng. 

Xí dụ trên đây là điển hình. Vì nó chưa hoàn toàn thoả mãn với phương pháp 
mà ta đã đùng để đạt được kết quả nên ta tìm cách cải tiến, biến đổi phương pháp 
đó. Muốn vậy, chúng ta phân tích cách giải, với hi vọng là sẽ hiểu được nó sâu 
hơn, nhìn lại nó dưới một khía cạnh khác. Bước đầu ta có thể chỉ thành công trong 
việc giải thích theo quan điểm mới một vài phần nhỏ của kết quả tìm được. Sau đó, 


ta có thể có hi vọng nhìn lại một vài phần khác nhau theo quan điểm mới. 


Nhờ nghiên cứu liên tiếp từng chỉ tiết một, bằng nhiều cách, cuối cùng chúng 
ta có thể nhìn được toàn bộ vấn đẻ dưới một ánh sáng hoàn toàn khác trước và do 
đó rút ra một cách chứng minh mới. _ : 

Tất cả những điều nói trên thuộc về phương pháp của một nhà toán học điêu 
luyện nghiên cứu một vấn đề tỉnh vĩ, hơn là của một người học trò bắt đầu với một 
bài toán sơ cấp. Nói cho đúng thì nhà toán học, do kiến thức rộng, bắt buộc phải 
nhớ lại quá nhiều và như vậy phải thực hiện một lí luận phức tạp không cần thiết, 
nhưng nhược điểm đó được bù lại ở chỗ là một nhà toán học có kinh nghiệm lại có 
nhiều điều kiện hơn người mới bắt đầu trong việc cân nhắc phương pháp nào thích 
hợp để giải thích một phần kết quả, cuối cùng có thể chế biến được toàn bộ kết 
quả cũ. ' 

Tuy nhiên, ngay trong những lớp học sơ cấp, nhiều khi học sinh cũng có thể 
đưa ra một lời giải phức tạp không cần thiết. Khi đó người thầy phải chỉ dẫn cho 
họ thấy, đù chỉ một vài lần, không những phương pháp giải bài toán một cách gọn 
gàng, mà còn phải làm thế nào để tìm được lời giải nhanh hơn ngay trong bản thân 
kết quả mình đã tìm ra (xem thêm mục : Chứng minh bằng phản chứng và chứng 
minh gián tiếp). 
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Có thể thoả mỗn điề lểu kiện e cửn bồi oón 






Điều kiện có: hủ để Nấ ta: cắp dữ biếf không: 
thừa ? Hay là có mâu thuẫn? - l# an cIẾh, “in 


Những câu hỏi này thường có ích trong thời kì đầu của việc giải bài toán, khi 
chưa cần một câu trả lời quyết định, mà chỉ là một câu trả Tời SƠ bộ, một sự phỏng 
đoán. Ta xem thêm những ví dụ ở mục 8, 18. 


Nhìn thấy trước những đặc điểm của kết quả phải tìm là rất có lợi. Thực vậy, 
khi chúng ta đã có một ý nào đó về kết quả phải tìm thì chúng ta sẽ biết rõ hơn là 
phải đi theo hướng nào. Một đặc điểm quan trọng của bài toán là số các nghiệm 
mà nó có thể có và trong tất cả các bài toán, thì những bài toán thừa nhận một lời 
giải duy nhất là bổ ích hơn cả. Chúng ta thiên về coi những bài toán có một lời giải 
duy nhất là những bài toán "hợp lí". Bài toán của ta có "hợp lí" theo nghĩa đó 
không ? Nếu ta trả lời được câu hỏi đó, dù là chỉ bằng một sự phỏng đoán có vẻ 
đúng, thì sự hứng thú của ta đối với bài toán sẽ tăng lên và chúng ta có thể làm 
việc tốt hơn. 

Cái lợi của câu hỏi đó càng hiển nhiên nếu ta trả lời được câu hỏi đó một cách 
dễ dàng. Ngược lại, nếu khó tìm thấy câu trả lời thì công sức chúng ta dốc vào để 
tìm ra nó có thể vượt quá cái lợi ích có thể rút ra được. Với câu hỏi “có thể thoả 
- mãn điều kiện của bài toán hay không ?" và những câu hỏi khác có liên quan tới 
nó thì cũng vậy. 

. Chúng ta cần đặt những câu hỏi đó vì nói chung các câu đó là dễ trả lời đúng, 
nhưng không cần đừng lại ở những câu hỏi đó nếu thấy câu trả lời là khó khăn và 
tối nghĩa. 

Đối với những "bài toán về chứng minh", những câu hỏi tương ứng sẽ là : 
"Định lí có vẻ đúng hay không ? Hay là định lí xem ra có về là vô lí ?". Cách đặt 
câu hỏi như vậy chứng tổ người ta chỉ chờ đợi một sự phông đoán, một câu trả lời 
sơ bộ mà thôi... 


Có thể sử dụng kết quỏ tìm được không ? 


Tìm được cách giải một bài toán là một điều phát minh. Nếu bài toán không 
khó, thì phát minh đó có ít giá trị, nhưng dù SaO thì cũng là một điều phát mình. 


Sau khi đã đạt được điều đó, dù là nhỏ, ta cần luôn luôn tự hỏi : đằng sau 


cái đó có ẩn náu một điều gì khác nữa, lật đi lật lại các khả năng mới, cố gắng 


sử dụng một lần nữa phương pháp đã đưa bạn đến thành công. Hãy khai Thác 


, 
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kết quả. Bạn có thể sử dụng kết quả hoặc phương pháp đã từm ra cho một bài 
toán nào khác không ? 

1. Cũng dễ nghĩ ra các bài toán mới, miễn là chúng fa đã có ít nhiều kinh: - 
nghiệm về những phương pháp biến đổi chủ yếu như : tổng quát hoá, xết trường 
hợp riêng (cá biệt hoá), trường hợp tương tự, khai triển và tổ hợp lại. Xuất phát từ 
bài toán đã giải, ta có thể tìm được những bài toán mới theo các cách trên đây, TỒI 
xuất phất từ những bài toán mới này ta lại tìm được những bài toán mới và cứ thế 
mãi. Về mặt lí thuyết thì không có giới hạn, nhưng thực tế thì fa không thể nào đi 
quá xa được vì các bài toán mới này thường không giải nổi. Mặt khác, ta có thể 
tưởng tượng ra những bài toán mới giải được bằng cách dùng bài toán cũ. Nhưng 
thường thì các bài toán mới này lại không bổ ích gì. 


Tìm được một bài toán mới vừa bổ ích lại vừa có thể giải được, không phải là 


việc dễ, cần phải có kinh nghiệm, sở trường, may mắn. Tuy vậy, mỗi khi đã giải 


được một bài toán thì ta không nên quên đi tìm một bài toán mới. Giữa các bài 
toán hay và một vài loại nấm có những điểm giống nhau : chúng xuất hiện thành 
từng nhóm. Khi đã ầm được một cái, thì nên nhìn quanh đấy, rất có thể còn nhiều 
nữa ở xung quanh. 

2. Để minh hoạ cho các điều trình bày trên đây, chúng tôi nêu lại ví dụ ở các 
mục 8, 10, 12, 14, 15. Ta xuất phát từ bài toán sau đây : 


^ 


Biết ba cạnh (chiều dài, chiều rộng và chiều cao) của một hình hộp chữ nhật, 
tìm đường chéo của nó. | 

Nếu ta biết cách giải bài toán này thì ta có thể giải dễ dàng một trong các bài 
toán sau đây (hai bài toán đâu đã được trình bày khá đầy đủ ở mục 14). 

Biết ba cạnh của một hình hộp chữ nhật, tìm bán kính của hình cầu ngoại tiếp. 

Mặt đáy của một hình chóp là một hình chữ nhật mà tâm là chân đường cao 
của hình chóp. Biết đường cao này và các cạnh của đáy, tìm các cạnh bên. 


Biết các toạ độ vuông gÓc (x;, y¡› Z¡)› (xạ, yạ, Z2) của hai điểm trong không 
gian, tìm khoảng cách giữa hai điểm ấy. 

Cũng dễ giải các bài toán này vì chúng cũng chẳng khác gì bài toán đầu tiên 
mà ta đã biết cách giải. Trong mỗi trường hợp trên ta đã đưa thêm vào một khái 
niệm mới, mặt cầu ngoại tiếp, hình chóp, toạ độ vuông góc. Khử các khái niệm 
này cũng dễ như là đưa vào, vì vậy, chúng ta chỉ cần khử chúng đi là trở lại được 
bài toán ban đầu. 

Các bài toán trên đây cũng có phẩn nào bổ ích vì bản thân những khái niệm 
thêm vào là bổ ích. Chẳng hạn, bài toán cuối cùng thì rất quan trọng do khái niệm 
toạ độ vuông góc. 
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3. Đây cũng là một bài toán dễ giải nếu biết cách giải bài toán đầu tiên : biết 
chiêu dài, chiều rộng và đường chéo-của một hình hộp.chữ nhật, tìm đường cao. ˆ 

Cách giải bài toán ban đầu chung quy. cũng chỉ là lập một hệ thức giữa bốn đại 
lượng, ba kích thước và đường chéo của hình hộp. Nếu cho trước ba đại lượng thì 
ta tính được đại lượng thứ tư nhờ hệ thức nói trên, tức là giải được bài toán mới. - 


_Ví dụ mới-này chỉ cho ta cách tìm những bài toán dễ dàng bằng cách xuất phát 


từ một bài toán đã giải rồi, xem ẩn của bài toán ban đầu như: là rnột dữ kiện và 
xem một đữ kiện nào đó như là ẩn. Hệ thức giữa ẩn và các đữ kiện trong cả hai 
trường hợp đều như nhau ; nếu ta tìm được hệ thức đó trong trường hợp đầu thì ta 
cũng dùng được nó trong trường hợp thứ hai. 

Cách tiến hành như trên, tức là thay đổi vai trò các đữ kiện và ẩn, khác rất 
nhiều so với cách mà ta đã trình bày ở điểm2. 

4. Bây giờ ta xét một cách khác để tìm những bài toán mới. 

Đây là một cách mở rộng tổng quát hoá, bầi toán ban đâu mà ta có thể nghĩ 
đến một cách tự nhiên : tìm đường chéo của một hình hộp biết ba cạnh xuất phát 
từ một đầu của đường chéo đó và ba góc gồm giữa các cạnh đó, 

Bằng cách xét irường hợp riêng, ta có được bài toán sau đây : tìm đường chéo 
của một hình lập phương biết cạnh của nó. 

Bằng phương pháp H21 í fa sa vào một nguồn vô tận bài toán mới. Xin nêu 
. một vài bài suy từ các bài đã xét ở điểm 2. Tìm đường chéo của một hình bát diện 
đều cho biết cạnh của nó, Biết các toạ độ địa dư của hai điểm trên mặt quả đất 
(xem như mặt cầu) tìm khoảng cách ngắn nhất giữa hai điểm đó. 

Tất cả các bài toán trên đây đều bổ ích, nhưng chỉ có bài toán mà ta đã nêu lên 
bằng cách xét trường hợp đặc biệt là có thể giải được trực tiếp nhờ lời giải của bài 
toán ban đầu. 

S. Cuối cùng, ta có thể tưởng tượng những bài toán mới bằng cách xem một số 
yếu tố của bài toán cũ là đại lượng biến đổi. 


Một trường hợp đặc biệt của bài toán nêu ở điểm 2 là : tìm bán kính của hình 


Cao su khi được bơm hơi). Đến một lúc nào đó c1 
hình lập phương ; ít lâu sau, chạm các cạnh, sau nữa đi qua các đỉnh. Tính bán 
kính tại mỗi thời điểm giới hạn đó ? 


` 


.“ 


#ã 
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6. Kinh nghiệm học toán của một người học sinh sẽ không bao giờ đầy đủ nếu 
các em chưa hề giải một bài toán mè chính mình đặt ra. Bằng cách chỉ dẫn cho học 
sinh làm thế nào để từ một bài toán cũ rút ra một bài toán mới, người thầy có thể khêu, , 
gợi trí tò mồ của các em. Người thây có thể dành cho học sinh một phần phát mỉnh, 
chẳng bạn như trong bài toán về quả câu phình dân trên kia (điểm 5) bằng cách đặt . 
câu hỏi "Các anh thử xem nên tính cách gì ? Những giá trị nào của bán kính là đặc 
biệt bổ ích ?". | ta. 


Đặt phương trĩnh 


Đặt phương trình cũng giống như dịch từ tiếng này sang tiếng khác (xem mục 
kí hiệu, điểm 1). Cách so sánh này có thể làm sáng tỏ bản chất một số khó khăn 
mà các thầy giáo cũng như học sinh thường gặp. 

1. Đặt phương trình là biểu thị một điều kiện nào đó nhờ các kí hiệu, là dịch từ 
ngôn ngữ thông thường sang công thức toán học. Những khó khăn mà ta thường 
gặp khi đặt phương trình cũng giống hệt như các khó khăn của người phiên dịch. 
Muốn dịch một câu từ tiếng Anh sang tiếng Việt, cần có hai điều kiện. Trước hết, 
phải hiểu tường tận câu tiếng Anh và ngoài ra, phải quen thuộc với cách điễn tả 
trong tiếng Việt. Khi cần diễn tả một điều kiện ra kí hiệu toán học thì tình hình 
cũng giống như vậy. Một mặt cần phải hiểu điều kiện đó một cách tường tận, mặt 
khác phải quen thuộc với các cách điễn tả toán học. 

Cũng dễ dịch một bài tiếng Anh ra tiếng Việt, trong trường hợp có thể dịch 
từng chữ. Nhưng có nhiều đặc ngữ mà ta không thể địch từng chữ một. Nếu bài 
văn tiếng Anh mà chứa nhiều đặc ngữ như vậy thì việc dịch sẽ trở nên khó khăn, 
khi đó ta phải chú trọng nhiều không phải từng chữ, mà chính là ý nghĩa đại cương 
của bài văn và trước khi địch có lẽ ta phải biến đối nó ởi. 

Khi đặt phương trình thì cũng giống hệt như thế. Trong trường hợp đơn giản ta 
có thể đặt một cách máy móc. lrong các trường hợp phức tạp hơn thì giả thiết có 
những yếu tố mà ta không thể phiên địch ngay ra kí hiệu được, khi ấy ta cần tập 
trung nhiều không phải vào đầu để mà vào ý nghĩa của vấn đề. Và trong những 
trường hợp như vậy, trước hết ta phải biến đổi điều kiện đã nêu T4. 

Dù sao thì cũng phải hiểu rõ điều kiện, phân biệt các phần khác nhau và tự hỏi : 
có thể viết thành công thức hay không ? Trong các trường hợp đơn giản, ta cÓ thể 
phân tích điều kiện ra thành những yếu tố dễ dàng phiên dịch ra kí hiệu toán học. 
Trong các trường hợp khó hơn thì làm như vậy không phải là dễ. 





(1) Nguyên văn : Từ tiếng Anh sang tiếng Pháp (ND) 
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lì- 2. Từn hai số mà tổng bằng 78.và Ho 






*"Ẻ 'Ta hãy phát biểu bài toán. ' 


Bằng ngôn ngữ thông thường : | _ Bằng n#ối Tigữ toán học: - 

Tìm hai số mà „1¬... à.a... 
_ tổng bằng 78 _„ | x+y=78 

và tích bằng 1296 xy = 1296 


Ở đây, đề bài được phân chia một cách dễ dàng ra nhiều phần, mà mỗi phần 
thì có thể diễn tả tức khắc bằng ngôn ngữ toán học. | 
3. Tờn cạnh đáy và chiêu cao của một hình lăng trụ đáy vuông biết thể tích là 
63cm và diện tích là 102cwÊ. 
Đâu là ẩn ? Cạnh của đáy x và chiều cao của hình lăng trụ y. 
Đâu là dữ kiện ? Thể tích là 63cm” và điện tích 702cm2. hs 
Đâu là điều kiện ? Hình lăng trụ mà đáy là hình vuông, cạnh là x và chiều cao 
bằng y phải có thể tích là 63cm” và điện tích là 702czyˆ. _ 
Phân biệt các phần khác nhau của điều kiện. Có hai phần, mộ: thuộc thể tích, 
_ một thuộc điện tích. ƒ.ỗ. | | 
Ta phân chia đễ dàng toàn bộ điều kiện ra hai phần trên. Nhưng chưa thể điễn 
tả ra ngay bằng ngôn ngữ toán học. Ta phải biết tính thể tích và các phần của diện 
tích. Tuy nhiên, nếu kiến thức hình học của ta khá đây đủ, thì ta có thể phát biểu 
dễ dàng hai phần của điều kiện một cách khác để có thể phiên dịch ra phương 
-_ Hình. Muốn vậy, ta viết lại đề toán dưới một dạng khác. ¬ 


Bằng ngôn ngữ thông thường : Bằng ngôn ngữ toán học : 
l1ìm cạnh đáy và chiều cao của một X,y „ 
hình lăng trụ đáy vuông. 
Thể tích đã cho . : St 
Diện tích mặt đáy là một hình 2 
vuông cạnh là x - 
và chiều cao y cho 34 
ta thể tích là tích của chúng. x7y=63 
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_ 2) Diện tích đã cho. 102 cuữ | 


- Nó gồm hai hình vuông cạnh Số 2x2 
. và bốn hình chữ nhật đáy là x và ; 
chiều cao y KI 
2x2 + 4œ = 102 


mà tổng cho ta diện tích. 

4. Biết phương trình một đường thẳng và các toạ độ của một điểm, tìm điểm 
đối xứng của điểm đó qua đường thẳng đã cho. 

Ô đây, ta có một bài toán về hình học giải tích. 

Đâu là ẩn ? Một điểm mà toa độ làp, 4. 

Đâu là dữ kiện ? Phương trình của một đường thẳng y = mx + n và một điểm 
có toạ độ a, b. 

Đâu là điêu kiện ? Các điểm (4, Ð) và (p, đ) đối xứng qua đường thẳng y=mx + n. 

Ở đây, có một khó khăn căn bản là chia điều kiện ra các phần khác nhau để có 
thể diễn tả theo ngôn ngữ của hình học giải tích. Cần phải hiểu bản chất của điều 
khó khăn ấy. Một cách phân chia có thể rất đúng về mặt lôgic nhưng lại không ích 
lợi gì. Điều cần ở đây là phân chia thành những phân có thể phiên. dịch ra ngôn 
ngữ toán học. Muốn thế ta hãy quay về định nghĩa của sự đối xứng qua một đường 
thẳng. Ta có thể điễn tả sau đây : ' 


Điểm đã cho và điểm phải tìm (a, b) 
quan hệ với nhau như sau : (p, 4) 


1) Đoạn thẳng nối chúng thẳng 











nan, 'd4m8 25-5 
góc với đường thắng đã cho.. p=a. m 
2) Trung điểm của đoạn thẳng đó b s. `. = + my 


nằm trên đường thẳng đã cho. 
Đôy lò một bởi toón đỗ giỏi có liên quan tới bồi toắn của anh 

Đó là một tin mừng : một bài toán đã biết cách giải và có liên quan tới bài toán 
phải làm, chắc chắn sẽ làm chúng ta vui mừng và càng tốt nếu như mối liên hệ càng 
chặt chế và cách giải càng đơn giản. Một bài toán như vậy có rất nhiều khả năng 
giúp ta giải bài toán đang làm. Hoàn cảnh ta xết ở đây vừa có tính chất điển hình lại 
vừa quan trọng. Để thấy rõ điều đó, chúng ta đem so sánh với hoàn cảnh trong đó ta 
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chúng ta đưa vào và xét một bài toárB'khác; với h Í 

bài toán A. Sự khác nhau là ở chỗ quan hệ:giữa bài †oán ;6ủa ta đối với bài toán B. 
Ở đây, chúng ta đã nhớ lại được một bài toán ©ð-B.mà:chúng ta đã biết cách giải 
nhưng còn chưa biết cách dùng nó. Còn ở kia, chúng ta đã nghĩ ra một bài toán mới 
B; ta đã biết là phải dùng B như thế nào nhưng chưa biết cách giải nó. Hai hoàn 
cảnh khác nhau ở chỗ cái khó khăn của B gây cho chúng ta. Một khi khắc phục 
được khó khăn đó, ta có thể dùng bài toán B một cách như nhau trong cả hai trường 
hợp, nghĩa là dùng hoặc là kết quả hoặc phương pháp (xem mục "bài toán phụ") 
(mục 3) hay là dùng cả hai, nếu thấy tiện. Trong hoàn cảnh ta đang xết, chúng ta 
biết rõ cách giải bài toán Ð, nhưng còn chưa biết cách dùng nó. Do đó, ta đặt ra 
những câu hỏi sau : Án? có thể dùng nó để làm gì không ? Anh có thể áp dụng kết 
quả của nó không ? Anh có thể áp dụng phương pháp của nó không ? 


nghiên cứu bài toán phụ. Trong cả hai trường để giải một bài toán A nào đó, 






Cái ý định dùng một bài toán đã giải ảnh hưởng 1õ rệt tới quan niệm của ta đối 
với bài toán hiện có. Trong khi đi tìm một liên hệ giữa chúng, ta đưa vào trong bài 
toán mới có những yến tố tương ứng với những yếu tố quan trọng trong bài toán 
cũ. Chẳng hạn, nếu bài toán của ta là một bài toán trong không gian. như xác định 
một hình cầu ngoại tiếp quanh một tứ diện cho trước, thì ta có thể nghĩ tới một bài 
toán tương tự đã giải trong hình học phẳng 1à xác định một vòng tròn ngoại tiếp 
quanh một tam giác cho trước. Hơn nữa, trong bài toán sau, chúng ta cần tới các 
trung trực của ba cạnh của tam giác. Đương nhiên là nên thử đưa vào bài toán đang 
xết những phần tử tương tự. Thành thử chúng ta nghĩ tới việc chọn các mặt phẳng 
trung trực của các cạnh của tứ diện làm các phần tử phụ tương ứng. ' | 

Nhờ có ý đó, ta dễ dàng tìm thấy cách giải bài toán hình trong không gian bằng 
cách đi từ sự tương tự giữa nó với bài toán trong hình học phẳng mà ta nhớ được. 

Ví dụ đó là điển hình. Chính việc khảo sát bài toán có liên quan đã giải, dẫn ta 


” 


tới việc đưa vào những phần tử phụ và nhờ việc đưa vào những phần tử thích hợp 
như vậy mà chúng ta đã lợi dụng được nhiều nhất bài toán vừa nhớ lại để giải bài 
toán ban đâu. Đó chính là điều ta muốn nhấn mạnh khi mà nghĩ tới cách dùng bài 
toán đã giải, chúng ta tự hỏi : "Có cần phải đưa vào một phân tử phụ nào đó để có 
thể dùng được bồi toán cũ không ?”. _ 

Đây là một định lí đấ chứng mình và có liên quan với ẵịnh lí của anh. 

Đây là một cách thay đổi hình thức của chú ý đang xem xét đã được minh hoạ 
bằng một ví dụ ở mục 19. 
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Đề-các (Rơnê) (159é — 1650) 


Là một nhà triết học và toán học lớn có ý định đưa ra một phương tí vạn 
năng để giải các bài toán. Tuy nhiên, cuốn "Những quy tắc làm phương bướng cho. 
sự suy nghĩ” không viết xong. Những đoạn trong tác phẩm đó, tìm thấy trong bản 
thảo và được in sau khi ông mất, chứa nhiều tài liệu về cách giải các bài toán hơn 
tác phẩm nổi tiếng nhất của ông "điscours de la Méthode"Œ) mặc đù tác phẩm này 
viết sau cuốn "Những quy tấc". Hình như trong những dòng sau đây, Đề-các giải 
thích nguồn gốc tác phẩm "Những quy tắc" của mình. 

"Khi còn trẻ, tôi đã được nghe nói đến những phát minh tài tình và tôi đã thử | 
tìm xem tự mình có thể phát minh ra chúng được không mà không đọc các công 
trình trong đó có trình bày các phát minh đó và đần dần thấy rằng như vậy đã làm 
theo những quy tắc nhất định”. 


Định nghĩa 


Định nghĩa một từ là phát biểu nghĩa của nó theo những từ khác mà ta giả sử 
là đã thông dụng. 


1. Trong toán học có hai loại từ chuyên môn. Một số được xem hoàn toàn như 
những từ ban đâu, không định nghĩa. Một số khác được xem như những từ dẫn 
xuất và được định nghĩa bằng cách dùng những từ ban đầu, hoặc những từ dẫn 
xuất nhưng đã định nghĩa trước. Vì thế mà người ta không định nghĩa những khái 
niệm đầu tiên như là điểm, đường thẳng, mặt phẳng”. Ngược lại, người ta đã định 
Xe một cách lôgic những khái niệm như là "phân giác của một góc", "đường 

n", "parabol". 

Từ cuối cùng này có thể định nghĩa như sau : Parøbol là quỹ tích các điểm 
cách đều một điểm cố định và một đường thẳng cố định. Điểm cố định gọi là ứêu 
điểm của parabol, đường thẳng cố định gọi là đường chuẩn của parabol, ở đây tất 
cả các phần tử mà ta nói đến đều giả thiết là nằm trong một mặt phẳng, điểm cố 
định (tiêu điểm) không nằm trên đường thắng cố định (đường chuẩn). 


(1) "Luận về phương pháp” 

(2) Vấn đề này thì quan niệm đã thay đổi từ thời Ơclit và các môn đệ của ông. Nhing người 
này đã định &-ối điểm, đường thẳng và mặt phẳng. Tuy nhiên, các "định nghĩa” đó nói chung 
không lôgic mà chỉ là những cách mình hoa trực giác. Những cách mình hoạ đó đĩ nhiên có thể và 


rất nên làm trong khi giảng dạy. 
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Như vậy là t ta xem như độc giả chưa biết nghĩa, của a các tù 
đường chuẩn. Ngược | lại, ta: giả sử độc giả đã biết nghĩa. | 
điểm, đường mm mặt ty 2 Khbähik cách từ một điểm, đến một điểm khác, cố 
định, quỹ tích; . h : 

_ 2. Các định nghĩa trong tự điển về hình thức không khác nhiều so với các c định 
nghĩa toán học, nhưng các định nghĩa đó đã được viết theo một tỉnh thần khác. 





từ pardbol, tiêu điểm, 





“Tác giả quyển tự điển thực ra chỉ chú ý đến nghĩa thông thường của các chữ, 
họ thừa nhận một cách tử nhiên nghĩa thông thường đó và ghi nó lại, càng rõ càng 
tốt, dưới dạng một định nghĩa. 

- Trái lại, nhà toán học thì lại không chú ý đến nghĩa thông thường của các từ 
chuyên môn hay ítra, đó không phải là công việc chủ yếu của họ. Các chữ ' đường 
tròn" hay ' 'parabol" hay bất cứ từ chuyên môn nào khác — có nghĩa gì trong:ngôn 
ngữ thông thường, điều đó đối với họ không quan hệ gì. Định nghĩa toán học f¿ø 
ra ý nghĩa của danh từ toán học. 


3. Vi dụ : Dựng các giao điểm của một đường thẳng đã cho với một parabol 


cho bởi tiêu điểm và đường chuẩn của nó. 


_ Cách chúng ta đề cập đến bất cứ bài toán nào tất nhiên phụ thuộc vào tình hình 
kiến thức của chúng ta. Đối với bài toán trên thì đó là những kiến thức về.các tính 
'chất củá parabol. Nếu chúng ta biết được nhiều tính chất của parabol thì:tạ cố gắng 
. sử dựng các kiến thức:đó sao cho có ích. Bạn có biết một định lí nào dùng được 
vào đây không ? Bạn có biết một bài toán nào đó liên quan với bài toán này không ? 
Nếu các kiến thức.của chúng ta về parabol bị hạn chế thì các danh từ như, ,parabol, 
tiêu điểm,. đường chuẩn làm chúng ta khó chịu và lẽ tất nhiên, ta muốn được thoát 
khối các danh từ đó. Muốn thế thì phải làm thế nào ? Ta hãy lắng nghe cuộc hội 
thoại giữa thầy giáo và người học sinh đang thảo luận về bài toán trên. Họ đã chọn 
xong một kí pháp thích hợp : P là một trong các giao điểm phải tầm. # là tiêu 
điểm, đ là đường chuẩn, c là đường thẳng cắt parabol. 

— Cái gì chưa biết ? 
_- Điểm P. 

— Cái gì đã cho ?. 

— Các đường thẳng c, d và điểm F. 

— Điều kiện là gì h 


—P là một tiếp điểm của Vók KEME c và parabol mà đường chuẩn là đ, tiêu 
điểm là F. M sậN 
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cồn Tại nữ “lầ: 


tu" 


— Đúng. Tôi biết rằng em chưa học về parabol, nhưng tôi nghĩ rằng em có thể 
nói parabol là øì.. ` : | | 
| = Parabol là quỹ tích các điểm cách đều tiêu điểm và đường chuẩn. 

_ _ Đúng. Em đã nhớ Kĩ định nghĩa. Nhưng còn phải biết cách sử dụng định - 
nghĩa đó. Phải luôn nhớ lại các định nghĩa. Biết định nghĩa của parabo], em có thể 
nói gì về điểm P ? _ 

— P nằm trên parabol. Vậy P cách đều đ và F. 

— Đúng lắm! Vẽ hình ải. 

Người học sinh vế trong hình 13 các đoạn PF và PO, đoạn này thẳng góc với đ. 

"Bay giờ, em có thể phát biểu bài toán một cách khác hay không ?" 

_ Em có thể phát biểu một cách khác điều kiện của bài toán bằng cách dùng 
những đoạn mà em đã vẽ không ? 

— P là một điểm của đường thẳng c sao cho PF = PQ. 

~ Đúng. Nhưng cố gắng phất biểu rõ PO là gì ? 

— Tà đường thẳng góc biểu thị khoảng cách từ P đến đ: 

— Đúng. Bây giờ em có thể phát biểu bài 
toán một cách khác ? Nhưng cố gắng phát biểu 
rõ ràng, nói đủ câu và đúng văn phạm. 

— Dựng một điểm P trên đường thẳng đã cho 
c, cách đều điểm Ƒ và đường thẳng đã cho đ. 





— Em hãy so sánh cách phất biểu mới nầy —————~ 
với cách phát biểu cũ. Trong cách phát biểu cũ ta d ~ Q 
gặp toàn những danh từ chuyên môn, ít thông 
dụng : parabol, tiêu điểm, đường chuẩn ; nó có 
vẻ trịnh trọng, phô trương. Bây giờ thì không còn các đanh từ đó nữa. Em đã bỏ 
được tất cả cái gì long trọng. Tốt lắm. : 


Hình 13 


4. Khử các danh từ chuyên môn, đó là kết quả mã ta đã đạt được trong ví dụ 
trên. Chúng ta đã xuất phát từ một để toán chứa nhiều danh từ như vậy (parabol, 
tiêu điểm, đường chuẩn) và cuối cùng đi đến một đầu để mới hoàñ toàn không 
chứa những danh từ đó. 

Muốn khử một từ chuyên môn, phải hiểu định nghĩa của nó ; nhưng như thế 
chưa đủ, còn phải biết sử dụng định nghña đó. Trong ví dụ trên, hiểu định nghĩa 
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* HE, ch 


g nhau đó là nằm ngay trong định nghĩa 

ó TẾT HỊH. Trước:hết, để quan niệm bài toán ta 

đưa vào những yếu tố thích hợp ; rồi căn cử trên định nghĩa, ta thiết lập những sự 

tương quản này phản ánh toàn bộ ý nigha củã:đlanh từ ; rihư vậ 

toàn bộ định nghĩa của danh từ chuýê&n môn và do đó khử được nó. 

Quá trình mà chúng ta đã mô tả trên đây-có thể mệnh danh là : njớ /z¡ 
định nghĩa. 


các đoạn PƑ và PQ bằng nhau, mà 
của parabol. Đó là một quá trình đị 


của pạrabo] chưa đủ, giai đoạn quyết định đã được đánh dấu bằng cách đưa vào 







lí. Đường parabol không nằm trong các tiên đề vì các tiên đề chỉ đả động đến 
những từ đầu tiên như điểm, đường thẳng, ... Mọi lí luận hình học, mọi lí giải về 
những bài toán có liên quan đến parabol nhất thiết phải động chạm đến hoặc định 
_ngHĩa của nó, hoặc một định lí nói vẻ nó. Vậy, muốn giải một bài toán thuộc loại 
này, điều tối thiểu là phải biết định nghĩa của parabol, nhưng ngoài ra cũng cần 
biết thêm một số định lí. 


Tất cả những điều mà chúng ta đã nói về parabol lẽ tất nhiên cũng đúng cho 


mọi khái niệm dẫn xuất khác. Khi chúng ta bắt đầu giải một bài toán thuộc loại 


6. Các định nghĩa khác nhau. Mặt cầu thường được định nghĩa là quỹ tích các 


° 


điểm cách một điểm cho trước một khoảng nhất định, các điểm nói trên nằm trong 
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y là ta đã sử dụng 


không gian chữ không phải giới hạn trong mặt phẳng. Ta cũng có thể định nghĩa 
mặt cầu là một mặt sinh bởi một đường tròn quay quanh một đường kính của nó. 


^ 


Ngoài ra, còn có nhiều định nghĩa khác về mặt cầu và fa cũng có thể tìm thêm 


những định nghĩa khác mới nữa. 


Khi bài toán phải giải bao hàm một khái niệm dẫn xuất như "mặt cầu" hay 
"parabol" và nếu chúng ta muốn quay về định nghĩa của khái niệm đó thì chúng ta 
có quyền chọn. Rất nhiều điều sẽ phụ thuộc vào cách chọn một định nghĩa hoàn 


toàn thích hợp. 


Tìm điện tích của mặt cầu là một bài toán quan trọng và khó ở thời Acsimet. 
Ông đã phải chọn định nghĩa mặt cầu trong số các định nghĩa mà chúng ta đã nêu 


trên, ông đã chọn cách quan niệm mặt cầu là một 


mặt sinh bởi một đường tròn 


quay quanh một đường kính cố định. Ông vẽ nội tiếp trong đường tròn một đa giác 
đều có một số chấn cạnh sao cho hai đầu mút của đường kính cố định là hai đỉnh 


đối diện. Đa giác đều đó xấp xi với đường tròn và 


khi quay cùng đường tròn thì 


sinh ra một mặt lồi gồm hai mặt nón có đỉnh trùng với hai đâu đường kính cố định 
và nhiều mặt nón cụt. Mặt tổi đó xấp xỉ với mặt cầu, Àcsimet đã dùng nó để tính 
diện tích mặt cầu. Nếu chúng ta chọn cách quan niệm mặt cầu là quỹ tích những 
điểm cách đều tâm điểm, thì như vậy ta không thể nghĩ ra một diện tích đơn giản 


nào xấp xỉ bằng điện tích của nó. 


7. Việc sử dụng định n pha không những đóng một vai trò quan trọng trong 
quá trình giải một bài toán mà còn quan trọng trong việc nghiệm lại cách giải có 


đúng đắn hay không. 


Nếu một người nào đó, với một quan niệm mơ 


hồ về mặt cầu mà đưa ra một 


lời giải mới về bài toán Acsimet thì nhất định cách giải của anh ta sẽ không tốt. 
Ngay nếu anh ta hình dung rõ ràng mặt cầu nhưng lại không sử dụng khái niệm đó 
trong 1í luận thì cũng không có gì chứng tỏ là anh đã nắm được vấn đề và lập luận 
của anh ta sẽ không đứng vững. Vì vậy, khi nghe anh ta phát biểu, chúng ta chờ 
đón một điều gì quan trọng về mặt cầu mà anh-rút ra từ định nghĩa hay một định lí 
nào đó. Nếu điều quan trọng đó anh ta không phát biểu được, thì cách giải của anh 


ta sẽ không tốt. 


Bằng cách đó ta có thể nghiệm lại không những các lí luận của người khác, 
mà đĩ nhiên cả những lí luận của anh ta nữa. Bạn đã xét tất cả các khái niệm cốt 
yếu của bài toán hay chưa ? Bạn đã sử dụng các khái niệm đó như thế nào ? Bạn 
đã sử dụng nội dung của các khái niệm đó rút ra từ định nghĩa của chúng chưa ? 
Bạn đã sử dụng mọi sự kiện chủ yếu, mọi định lí mà bạn biết được về các khái 


niệm đó chưa ? 
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Nhớ lại định nghĩa là rất quan trọng đ 
không, đó là điều mà Patcan đã lũ ñh 

"subsfituer mentalement les déÐNHHO X 
nhầm trong trí các định nghĩa cho các từ được điãNñ£M 


Fd b.0Ễ 
















#iHIS", có nghĩa là "thấy 
ä`.:Nhớ lại các định nghĩa 





cũng là điều rất quan trọng để tìm một lời giải. Hađảman cũng đã từng nhấn mảnh 


điều đó (xem quyển Bài giải hình học của ông, chú thích A). 


8. Vậy thì việc nhớ lại định nghĩa là một thủ thuật quan trọng của trí óc. Để 


hiểu biết ý nghĩa của điều đó, trước hết ta phải thấy tầm quan trọng của ngay bản 
thân các danh từ. Nói cho cùng thì ta không thể vận dụng trí óc mà lại không dùng 
đến các từ, đến các đấu hiệu, các kí hiệu này hay kí hiệu khác, như vậy các danh 


từ và kí hiệu là có sức mạnh. Các dân tộc cổ sơ còn cho rằng chúng có ma thuật. - 


Chúng ta có thể hiểu được nguyên nhân các điều mê tín đó nhưng tất nhiên là 
không đồng tình với họ. Chúng ta cần hiểu rằng sức mạnh của một tiếng không 
phải ở âm vang của nó, ở 8iọng của người đọc mà chính là ở các ý nghĩa mà tiếng 
đó gợi ra và nói cho cùng là ở các sự kiện đã làm cơ sở cho các ý nghĩa đó. _ 

Như vậy thì đằng sau các danh từ ta phải tìm ra ý nghĩa và các sự kiện. Đó là 
một điều hợp lí. Khi nhớ lại các định nghĩa, nhà toán học tìm cách thiết lập những 
tương quan giữa các đối tượng toán học mà các danh từ chuyên môn che giấu ; 
cũng như nhà vật lí, đằng sau các danh từ chuyên môn, tìm hiểu các thí nghiệm 
chính xác ; hoặc như bất cứ người nào có ít nhiều lương tri bao giờ cũng thích các 
_ sự thật khắc nghiệt của các sự kiện hơn là phỉnh phờ của những lời nói trống rỗng. 
Đối xứng 

Danh từ này có hai nghĩa : một nghĩa hình học, thông thường nhất và là nghĩa 
riêng và một nghĩa lôgic, tổng quát hơn và không được thông dụng bằng. 

Trong hình học không gian sơ cấp, người ta xét hai loại đối xứng : đối xứng qua 
mặt phẳng (mặt phẳng đối xứng). Thân hình người ta, bể ngoài thì trông hình như là 
đối xứng, nhưng thật ra thì không phải vì rất nhiều bộ phận bên trong được xếp đặt 
một cách không đối xứng. Trái lại, một tượng đá có thể hoàn toàn đối Xứng qua một 
mặt phẳng đứng và hai nửa của một cái tượng hình như có thể đổi chỗ cho nhau. 

Theo nghĩa tổng quát thì một tập hợp gọi là đối xứng nếu nó gồm những phần 


tử có thể đổi chỗ cho nhau được. Có nhiều loại đối xứng khác nhau do số phần tử. 


hoán vị được và do những phương pháp dùng trong khi hoán vị đó. Chẳng. hạn, 


hình lập phương có một tính đối xứng rất đặc biệt, vì sáu mặt của nó có thể hoán vị 


cho nhau, cũng như 8 đỉnh và 12 cạnh của nó. Cũng vậy, biểu thức : 


}Zz + Zx + xy 
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là đối xứng, vì trong đó ta có thể đổi chỗ hai chữ bất kì mà không thay đổi giá trị 
của nó. 

Phép đối xứng theo nghĩa tổng quất chiếm một địa vị quan trọng trong vấn đề 
ở đây. Nếu một bài toán đối xứng \ về một phương điện nào đó thì một điều có lợi là - 
nên tìm những phần tử nào có thể hoán vị cho nhau và đối với các phần tử này có 
một cách xử trí như nhau (xem mục phẩn tử phụ, mục 3). 
_ Bao giờ cũng nên xử trí một cách "đối xứng" đối với những cái gì đối xứng và 
không nên vội thủ tiêu một sự đối xứng tự nhiên, tuy nhiên điều đó không phải bao 
giờ cũng làm được. Một đôi găng tay Tố ràng là đối xứng, nhưng không aI lại sử 
dụng găng tay một cách "đối xứng” bằng cách xỏ cùng một lúc hai chiếc găng mà - 
là từng chiếc một. 


Nhờ tính đối xứng, ta cũng có thể nghiệm lại kết quả (xem mục 14). 
Đưa về trường hợp riêng (có biệt hoó) 


Đó là đi từ sự khảo sắt một tập hợp đối tượng sang một tập hợp nhỏ hơn — hay 
chỉ một đối tượng — chứa trong tập hợp đầu. Điều này đôi khi có ích để giải toán. 

1. Ví đụ : Cho một tam giác, r là bán kính của đường tròn nội tiếp, # là bán 
kính đường tròn ngoại tiếp và j là chiều cao lớn nhất. Ta có : 

r+kR<h 

Cần phải chứng minh thay phủ XNG: định lí này. Đây là một “bài toán 
chứng minh". 

Bài toán này không phải thuộc loại phổ biến và cũng khó nhớ một định lí về 
tam giác có kết luận tương tự. Nếu ta chưa tìm được một định lí như vậy, thì ta thử 


nghiệm lại định lí trên frong một trường hợp đặc biệt, chẳng hạn khi tam TH là 
đều thì : 


và định lí đúng. 

Nếu chưa có ý kiến gì khác thì ta thử nghiệm lại trong một #ờng hợp đặc biệt 
rộng hơn : với tam giác cân. Hình dạng của tam giác cân thay đổi khi góc ở đỉnh 
thay đổi, có hai trường hợp giới hạn là khi góc ở đỉnh bằng 0 và bằng 180”. Trong 
trường hợp đầu, cạnh đáy bằng không và : 

1 
yr= 0, R g =sh 


đá) 


: Định, lí sững đứng: tong; qgường hợp hai, ta có : 
. ,Ứ= 0, R=œ, h=0O 
Vậy, định lí. Sa1. Bài toán giải xong. 





Nhân tiện đây, ta để ý rằng với các tam giác cân rất t dẹt, khi góc ở -đỉnh, gần 


bằng 1800: : thì mệnh đề trên cũng đã tỏ ra sai rồi. Như vậy, ta không cần dùng đến 
các trường-hợp giới hạn trên đây, vì- các trường hợp này có thể xem là không 
"chính thức lắm". | 


2. "Ngoại lệ củng cố quy tắc "Œ) Câu ngan ngữ này chỉ là một điều bông đùa. 
Muốn được đúng đắn, ta phải nói trái lại : chỉ một trường hợp ngoại lệ cũng đủ để 
phủ định một cách chắc chắn cái điều mà người ta mệnh danh là quy tắc tổng quát. 
Vì chính phương pháp thông dụng nhất để phủ định một mệnh đề nào đó là : ầm 
ra một đối tượng không chịu theo mệnh đề đó ; một vài tác giả gọi đối tượng đó là 
một phản ví dụ. 

Cho một mệnh đề mà ta giả thiết là tổng quát và liên quan tới một tập hợp đối 
tượng nào đó. Để phủ nhận nó, ta đưa về một trường hợp đặc biệt, bằng cách chọn 
trong tập hợp đó một đối tượng không chịu tuân theo mệnh đề. Ví dụ trên chỉ rõ 
cách thức tiến hành như thế nào trước hết ta có thể xét bất cứ trường hợp riêng nào 
mà nhờ đó ta có thể nghiệm lại mệnh đề một cách dễ dàng. Nếu trường hợp này, 
mệnh đề không được nghiệm đúng, thì nó bị phủ định ngay tức khắc và công việc 
- của ta thế là xong. Nếu ngược lại, mệnh đề được xác nhận, thì sự khảo sát của ta 
. có thể không phải là vô ích và nó có thể gợi ý cho chúng ta về phương hướng để 

tiến hành việc nghiên cứu. Chẳng hạn, ta có thể sửa đổi trường hợp vừa xét, tìm 
một trường hợp riêng rộng hơn, xét các trường hợp giới hạn, như ở điểm 1: | 

Các trường hợp giới hạn thường là đặc biệt bổ ích. Nếu ta giả sử một điều 
- khẳng định nào đó có thể áp dụng cho tất cả các loài có vú thì điều đó phải áp 


dụng được cho một loài có vú, rất đặc biệt là cá voi. Nếu xét cho kĩ, có thể là ta. 


_phải đi đến chỗ phủ nhận điều khẳng định tổng quất kia, vì các trường hợp giới 
hạn này nhiều khi bị các nhà sáng tác ra quy tắc tổng quát bổ quên. Nếu ngược lại 
ta nhận thấy mệnh đề tổng quát cũng đúng ngay cho cả trường hợp giới hạn, thì 


điều đó làm cho ta càng tin tưởng ở quy tắc tổng quát, vì trong trường hợp giới hạn 


thì quy tắc rất đệ bị phủ nhận. 


¬--. Ví dụ : Cho biết tốc độ và vị trí của hai chiếc thuyền tại một lúc nào. đồ, mỗi 
thuyền. đi theơ đường thẳng với tếc độ không đổi. Tìm khoảng cách giữa hai chiếc 
thuyền khi chúng gần nhau nhất. 


(1) Tục ngữ pháp : Lexception conñirme la règ]e 


ta 


®Ó 


ụ 


em 


bu 


Đâu là ẩn ? Đó là khoảng cách ngắn nhất giữa hai thuyền, 


xem như là hai điểm. 

Đâu là dữ kiện ? Cách vị trí ban đầu và vận tốc của mỗi ⁄ 
điểm. Các tốc độ này không đổi về chiều và giá trị tuyệt đối. Q 

Đâu là điều kiện ? Phải tính khoảng cách giữa các động tử 
khi nó ngắn nhất. 

VZ hình đi và đùng một kí hiệu thích hợp : Trong hành vẽ, —* Ầ 
các điểm A và B chỉ vị trí ban đầu của các thuyền, các vectơ P 
chỉ vận tốc của chúng. 

` xi ° z “ + S2 và n Hình lá 

Đâu là ẩn ? Khoảng cách ngăn nhất giữa hai thuyền. 

Bài toán đã rõ, tuy nhiên nếu ta chỉ dùng các phương tiện SƠ cấp, thì ta chưa 
biết phải giải như thế nào. Bài toán này không thuộc loại dễ nhất và cái khó khăn ở 
đây là có "quá nhiều yếu tố thay đổi". Các vị trí Á và , cũng như các vận tốc AP 
và BỌ có thể cho nhiều cách, nói cách khác, các điểm A, B, P, Q có thể chọn tuỳ 
ý. Lời giải phải thích hợp với bất kì trường hợp nào và cảm tưởng "có quá nhiều 
yếu tố thay đối” có thể đưa đến câu hỏi và trả lời sau đây : fa có thể nghĩ ra một 
bài toán tương tự như vậy mà đơn giản hơn không. Một bài toán mà kém tổng quất 
hơn không ? 

Rõ ràng có một trường hợp giới hạn, trong đó có một vận tốc bằng 0. Khi đó, 
khoảng cách ngắn nhất là đường thẳng góc hạ từ điểm đẩu sang đường thẳng quỹ 
đạo của điểm thứ hai. : 


4. Nếu ta trực giác nhận thấy rằng trường hợp giới hạn này có thể có một vai 
trò nào đó, thì ta có thể gọi đấy là một sáng kiến. _ 

Đây là trường hợp riêng của bài toán đã cho. 
Có thể sử dụng nó ? Có thể sử dụng kết quả của 
nó không ? Có cân phải đưa thêm vòo một yếu tố 
phụ nào đó để sử dụng nó không ? Làm thế nào 
để sử dụng kết quả trong trường hợp điểm B đứng 
yên và vào trường hợp mà B chuyển động ? Ta 
biết rằng sự đứng yên là một /rườn§ hợp đặc biệt 
của chuyển động. Và ngay chuyển động cũng là 
tương đối. Vì vậy, dẫu B có vận tốc như thế nào 
thì ta cũng có quyền xem nó là đứng yên! Cụ thể, F A 
nếu ta cho tất cả hệ thống một chuyển động đều 





thì các vị trí tương đối không thay đổi. Ở đây, ta Hình 15 
cho hệ thống một chuyển động đối ngược với 


Tỉ 


chuyển động của điểm B. Đó là yếu tố phụ mà fa phải thér 


ào để sử dụng kết quả 
trên. lrong hình, ta thấy rõ cách dựng khoảng cách HS - 


Hát BS, 
nặt lô gfc. 






S. Cách giải trên đây có một ý nghĩa đáng chữ, 

Muốn giải bài toán ban đầu (điểm 3, 4), đầu tiên chúng ta đã giải một bài toán 
khác mà ta gọi là bài toán phụ, bài toán này là trường hợp đặc biệt của bài toán 
ban đầu. Trong khi bài toán ban đâu khá tế nhị, thì bài toán phụ lại rất dễ. Vì bài 
toán phụ là một trường hợp riêng, nên nó có ít tham vọng hơn bài toán ban đầu. 
Làm thế nào để giải bài toán ban đầu từ bài toán phụ ? Chỉ cần đưa vào một nhận 
xét về sự tương đối của chuyển động. Bà 

Ta có thể giải được bài toán ban đầu nhờ hai điều nhận xét : Trước hết, nghĩ ra 
được bài toán phụ. Sau nữa, ta đã có nhận xét quan trọng nhờ đó ta có thể chuyển 
qua bài toán ban đầu. Như vậy, ta đã giải bài toán qua hai giai đoạn, cũng như 
người ta đã vượt qua một con suối nhờ hai bước nếu Ở giữa suối có một tảng đá mà 
ta có thể đặt chân lên đấy. _ Tp thôy 

Tóm lại, ta đã sử dụng bài toán phụ như một bàn đạp. 

6. Việc đưa về trường hợp đặc biệt còn có những công dụng khác mà ta không 
thể nói ở đây : chỉ nhắc một điều mà nhờ nó ta có thể kiểm tra lại kết quả (xem 
mục : có thể nghiệm lại kết quả hay không ?). " 

Người thầy giáo nhiều khi cũng cần một lối quy về trường hợp riêng bằng 
. cách giải thích cụ thể các vấn đề trừu tượng. Chẳng hạn, nếu bài toán có bao gồm 
một hình hộp chữ nhật, thì người thầy có thể lấy ví dụ là phòng học. Trong hình 
học không gian, thầy có thể lấy một góc lớp học để làm ví dụ về hệ toạ độ, nền 
nhà và các tường là các mặt phẳng toạ độ. Để giải thích khái niệm về mặt tròn 
xoay, có thể vạch một đường cong trên cửa Tổi quay nhẹ cánh cửa. Đó là những 
phương tiện giản đơn, nhưng có thể giúp học sinh thu nhận bài học dễ đàng, vậy ta 
không nên bỏ qua. Vì là môn học trừu tượng nên môn toán càng được trình bày cụ 
thể thì càng có lợi. s3 


Giáo điều vò tinh thông 
Là hai thái độ trái ngược đề cập tới các quy tắc. 


1. Áp dụng quy tắc một cách máy móc: cứng nhắc, không tự đặt cho mình 
những câu hỏi cần thiết, không tìm xem quy tắc đó có thích hợp hay không, đó là 
giáo điều. Người giáo điều chỉ là những kẻ đáng thương hại, không hề hiểu biết gì 
về các quy tắc mà họ áp dụng một cách thiếu suy nghĩ. Nhưng cũng có những 
người giáo điều đạt được kết quả rực TỠ : đó là những người có hiểu biết về các 
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quy tắc của họ — ít ra cũng là lúc khởi đầu, trước khi trở thành giáo điều — đã chọn 


được một quy tắc tốt, có thể áp dụng 
bị hỏng mà thôi. 


cho nhiều trường hợp và chỉ thỉnh thoảng mới 


Áp dụng quy tắc một cách tự nhiên thoải mái, nhận định kĩ càng các trường 
hợp thích hợp và không bao giờ để cho danh từ làm lu mờ mục đích của hành động 


Nj 


hay che đậy các dịp tốt mà hoàn cảnh có thể đưa đến đó là sự tình thông. 


2. Các câu hỏi và những lời khuyên Ở trong bảng của chúng tôi có thể dùng 
cho các nhà giáo cũng như những người nào cẩn giải toán. Nhưng trước hết phải 
hiểu các điều đó, mò mẫm các phương pháp sử dụng những điểu đó và sau nhiều 
thất bại và thành công liên tiếp thì mới có kinh nghiệm trong việc sử dụng. Sau 
nữa, không bao giờ sử dụng một cách giáo điều, nghĩa là không bao giờ đặt một 
câu hỏi mà không suy nghĩ, điều đó phải thành một thói quen vững chắc. Phải 


được chuẩn bị để tiếp thu những câu 


hỏi và những lời khuyên về nhiều mặt và phải 


sử dụng lương tri của bản thân mình. Nếu bạn phải nghiên cứu một vấn đề khó và 
bổ ích, thì mỗi điều bạn định làm phải xuất phát từ một sự nghiên cứu Kĩ lưỡng vấn 
để đó. Nếu bạn muốn giúp cho học sinh thì các lời khuyên của bạn phải xuất phát 
từ một sự hiểu biết và thông cảm về những khó khăn của anh ta. 


Nếu bạn thấy nhất thiết phải dựa trên một quy tắc và như vậy cũng đã thiên về 


giáo điều rồi đấy, thì bạn hãy nhớ kĩ 
thông minh của mình. 


Höy xét kĩ cối chưa biết 


+ 


quy tắc này : điều trước tiên là hãy sử dụng trí 


Đó là một lời khuyên đã có từ xưa. Trong tiếng La Tỉnh, người ta nói : ”TeSPIC€ 
finem" nghĩa là : nhìn Kĩ kết cục. Bạn hấy nhớ kĩ điều mà bạn đi tìm. Đừng quên 
mục đích. Đừng quên điều người ta hỏi xéf kĩ cái chưa biết ? Xát kĩ kết luận. 


Hai cách địch câu "resplce finem" đó rất thích hợp cho việc giải toán. 


Khi tập trung tư tưởng vào mục đích và hướng tất cả nghị lực vào việc thực 
hiện mục đích đó, chúng ta dễ nhìn thấy các phương tiện để đi tới kết quả. 


Những phương tiện nào ? Làm thế nào để đạt được kết quả ? Bạn đã thấy ai 
đạt được một kết quả tương tự hay chưa ? Người ta làm thế nào để đạt được kết 
quả ấy ?.Bạn hãy thử nhớ lại một bài toán quen thuộc có cùng ẩn hay có ẩn tương 
tự. Thử nhớ lại một định lí quen thuộc có cùng kết luận hay có kết luận tương tự. 


1. Hãy xét các bài toán tìm Ẩn với câu gợi ý : "Thử nhớ lại một bài toắn quen 


thuộc có cùng ẩn". So sánh với câu : 


"Bạn có biết một bài toán nào có liên quan”. 
` ? - ° 
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Câu sau này tổng quát hơn cây 
thiết có một số điểm chung ; điết 
dữ kiện hay một phần của giả thiết ` 


liên quan với nhau thì nhất 
ứng đổi tượng khái niệm, 





Còn câu gợi ý đầu tiên nhấn mạnh trên một điểm chung đặc biệt : hai bài toán 
phải có cùng ẩn. Có nghĩa, trong hai trường hợp, ấn phải là một đối tượng thuộc 
cùng một loại, chẳng hạn độ dài của một đoạn thẳng. _ 

S0 với câu gợi ý tổng quát thì câu gợi ý đặc biệt này có phần nào "tiết kiệm" 
hơn. Thật vậy, ở đây ta có thể tiết kiệm sức lực chỉ nghiên cứu cái ẩn mà thôi. Bài 
toán có lược đồ sau đây : 

_Điết..., tìm độ đài của đoạn thẳng". 

Một điểm tiết kiệm khác là trong việc "lựa chọn". Có vô số bài toán có thể có 
liên quan với bài toán đã cho. Nếu chỉ xét ẩn thôi, thì ta có thể giới hạn việc lựa 
chọn lại trong phạm vi những bài toán có cùng ẩn với bài đã cho. 

Và lẽ tất nhiên, ngay trong các bài này, trước tiên cũng chỉ xét những bài toán 
cơ bản nhất và quen thuộc nhất. 

2. Bài toán đề ra cho chúng ta có dạng : 

_Điết..., tìm độ dài của đoạn thẳng". 

Những bài toán đơn giản nhất và quen thuộc nhất thuộc loại này là những bài 
toán về tam giác : biết ba phần tử của một tam giác, tìm một cạnh. Nhớ lại điều đó 

ta có thể tìm được một điểm có thể ấp dụng vào bài toán hiện tại. Đây /à một bài 
toán liên quan với bài toán đã cho mò ta đã biết cách giải. Có thể sử đụng nó 
không ? Có thể sử dụng được kết quả của nó không PMuốn sử dụng những kết quả 
quen thuộc về tam giác ta phải dùng đến một tam giác trong hình vẽ của ta. Trong 
hình vẽ này có tam giác nào không ? Nếu không ta có thể làm xuất hiện ra một 
tam giác để có thể lợi dụng được các kết quả đã biết. Có nên đưa thêm vào „một 
yếu tố phụ hay không ? 

Có nhiều bài toán đơn giản mà ẩn là cạnh của một tam giác các bài toán này 
khác nhau ở dữ kiện. Chẳng hạn có thể cho trước một cạnh và hai góc, hay một 
góc và hai cạnh với các vị trí khác nhau của góc đối với các cạnh đã cho. Tất cả 
các bài toán này đều đặc biệt đơn giản trong trường hợp tam giác vuông gốc. Tập 
trung suy nghĩ vào bài toán đã cho, ta tìm xem phải đưa vào loại tam giác nào và 
bài toán nào đã giải (với cùng ẩn) thích hợp nhất với mục đích hiện tại của ta. 

sau khi đã làm xuất hiện tam giác phụ thích hợp, đôi khi ta có thể chưa nhìn 
thấy ba phần tử của nó mà đó là một điều kiện nhất thiết phải có. Nếu khi đó ta 
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thấy có thể xác định được các phần tử còn thiếu, thì như vậy là ta đã tiến được một 


bước, ta đã nắm được đường lối để giải bài toán. 

3. Quá trình trên đây (điểm 1 và 2) đã được minh hoạ ở mục 10. Cũng dễ dàng. . 
nêu lên các ví dụ tương tự. Sự thật thì ta có thể giải quyết được hầu hết các "bài 
toán tìm ẩn" trong các lớp đưới, bằng cách sử dụng đúng lúc câu gợiý: 

Thử nhớ lại bài toần quen thuộc có cùng ẩn hay có ẩn tương tự. ` 

Phải đề cập đến các bài toán đó theo một lược đồ xác định vš trước hết phải 
xét ẩn : 

Biết..., tìm độ dài của đoạn thẳng. 

Biết..., tìm góc. | 

Biết..., tìm thể tích của tứ điện. 

Biết..., đựng một điểm. : 

Nếu có một ít kinh nghiệm giải các bài toán SƠ cấp ta sẽ nhớ lại đễ dàng một 
vài bài toán đơn giản (hay những bài toán đơn giản) có cùng ấn. Nếu bài toán đã 


cho không thuộc vào loại trên thì tự nhiên ta sẽ cố tìm cách lợi dụng kết quả của 


các bài toán đơn giản đó. Ta cố gắng thử đưa thêm vào một yếu tố có ích và như 
vậy là ta có được một cách xuất phát tốt. 

Trong mỗi một trường hợp trên, trình tự giải bài toán rất hiển nhiên vì ta đã có 
cơ sở để phỏng đoán đường lối giải. 

(1U) Ấn phải được xem là cạnh của một tam giác. Chỉ cần đưa vào một tam giác 
thích hợp với ba phần tử đã biết hoặc dễ tìm thấy. 

(2) Ấn là góc của một tam giác chỉ việc đưa vào một tam giác thích hợp. 

(3) Ấn có thể tìm được nếu biết diện tích mặt đáy và chiều cao. Chỉ cần xác 
định diện tích một mặt và chiều cao tương ứng. 

(4) Ấn phải được xem là giao điểm của hai quỹ tích (đường tròn, đường 
thẳng). Chỉ cần xác định các quỹ tích đó theo các điều kiện đã cho. Tục 

Trong mỗi trường hợp, ta đều sử dụng một bài toán đơn giản có cùng ẩn. Làm 
như vậy tất nhiên ta có thể gặp khó khăn, nhựng dù sao thì ta cũng được một ý 
nghĩ đầu tiên làm xuất phát điểm và đó đã là một thuận lợi lớn. „ 

4. Ta sẽ không có được thuận lợi đó nếu ta không tìm được một bài toán đã 
giải mà có cùng ấn. Khi đó ta khó đi đến kết quả hơn. ' 

"Tìm điện tích một hình cầu có bán kính cho trước”. 


Ê-SIẢI 1BÀI THÂN NT . 8] 





được kết quả ‹ của một bại Mi toán án nạo kh ĐC: Ị ý mà cách giải bài tên Tử xyên È 
thể xem là một trong các phát mình toán học quan trọng nhất. | 


An 1 


"Tìm điện tích một hình cầu nội tiếp trong một tứ diện có sấu lành cho trước 
Người nào đã biết kết quả của Acsimet thì giải được bài toán này dễ dàng, chỉ cần 
biểu thị bán kính của hình cầu nội tiếp theo sấu cạnh của tứ điện. Tất nhiên, cũng 
không phải đơn giản lắm, nhưng dẫu sao thì các khó khăn ở đây cũng không thể so 
sánh được với các khó khăn trong bài toán của Acsimet. 

Biết hay không biết một bài toán đã giải mà có cùng ẩn, điều đó thường là tất 
cả sự khác nhau giữa một bài toán dễ và một bài toán khó. | 

3. Khi Acsimet đã tính được diện tích mặt cầu thì như ta đã nói : ông không 
biết một bài toán nào đã giải sắn mà có cùng ẩn ; nhưng ông đã biết nhiều bài toán 
có ẩn tương tự. Thật vậy, có những mặt cong mà diện tích có thể tính đễ dàng hơn 
diện tích mặt cầu và ở thời đó, người ta cũng đã biết rồi như là diện tích của mặt 
trụ, mặt nón, mặt nón cụt. Chắc chắn là nhà bác học của ta đã khảo sắt kĩ lưỡng 
các trường hợp tương tự đó, vì khi tìm diện tích mặt cầu ông đã xem nó gần đúng 
là một diện tích kết hợp gồm hai mặt nón và nhiều mặt nón cụt GB mục nh 
nghĩa điểm 6). 


Như vậy, nếu ta không tìm được một bài toán đã giải sẵn có cùng ẩn, thì ta cố 

_ gắng tìm một bài toán có ẩn tương tự. Các bài toán thuộc loại liên quan mật thiết 

đến bài toán đã cho và do đó khó lợi dụng hơn, nhưng SHẺE có thể hướng dẫn ta 
trong việc tìm tòi và ta không nên bỏ qua. 


6. Ta thêm một vài điều chú thích về các "bài toán bát minh" : tương tự như 
những điều đã bàn về các bài toán "tìm ẩn". 

Chẳng hạn, ta cần chứng minh (hay phủ nhận) một định lí đã phát triển rõ 
ràng. Mọi định lí đã được chứng minh mà có liên quan ft nhiều với định lí đã nêu 
trên đều có thể giúp ích được. Tuy nhiên, ta có thể thấy rằng trong số các định lí 
đó thì những định lí nào có cùng kết luận sẽ là trực tiếp bổ ích hơn cả. Vì vậy mà 
ta phải xé kĩ kết luận, nói cách Khác, ta xét định lí mà chú trọng đặc. biệt đến kết 
luận. Cách tiến hành như vậy có thể hình CHẾ như sau : 


"Nếu... , thì các góc bằng nhau". 


Ta hãy nhớ lại một định lí quen thuộc có cùng kết luận hay có kết luận tương 
tự. Đặc biệt, ta hãy nhớ lại các định lí cùng loại, đơn giản và quen thuộc: Chẳng 
hạn, ta có thể nhớ lại định 1í sau đây : "Hai tam giác đồng dạng có các góc tương 
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ứng bằng nhau". Đó là một định li có liên quan đến định lí đã cho và đã được 
chứng mình rồi. Có thể lợi dụng được nó không ? Có cần đưa thêm vào một yếu tố 
phụ thì mới sử dụng âược không ? 

Như vậy, ta có thể quan niệm được cách tiến hành như sau : m cách chứng 
minh sự bằng nhau của các gốc như những tam giác đồng dạng. Muốn vậy, ta phải 
đưa vào hai tam giác chứa các góc nói trên và chứng minh là chúng: đồng dạng. 
Cái đó có thể là một điểm xuất phát tốt. _ 

1. Ta bấy tóm tất lại. Khi nhớ lại các bài toán đã giải sẵn có cùng ẩn hay có ẩn 
tương tự (hay những định lí đã chứng minh có cùng kết luận hay có kết luận tương 
tự), ta có nhiều hi vọng đi đúng hướng và có thể hình dung được cách tiến hành để 
giải bài toán. Cố gắng nhớ lại các bài toán như vậy, đó là một phương pháp rất tự 


"nhiên và dễ hiểu. Một điều lạ là một phương pháp đơn giản và phong phú như vậy 


lại không thật phổ biến. Dù sao thì học sinh và thầy giáo cũng còn phải biết làm 
thế nào để sử dụng câu gợi ý : Hấy xét kĩ ẩn, hãy nhớ lại một bài toán quen thuộc 
có cùng ẩn hay có ẩn tương tự. 


Hệ quỏ (hệ luận) 


Là một định lí mà ta có thể rút ra dễ đàng từ một định lí khác đã được 
chứng minh. 


Hinh ve 


Hình vẽ là đối tượng nghiên cứu trong các bài toán hình. Tuy nhiên, chúng 
cũng giúp đấc lực trong việc giải những bài toán rất khác nhau mà thoạt nhìn 
chẳng có gì là hình học cả. Vì vậy có hai lí do quan trọng buộc ta phải khảo sát vai 
trò của hình vẽ khi giải các bài toán.. 

1. Nếu ta có một bài toán hình thì chúng ta phải xét một hình vẽ đó. 

Chúng ta có thể tưởng tượng ra hình vẽ đó trong đầu hoặc vẽ ra giấy. Trong 
một số trường hợp chỉ nên tưởng tượng trong đầu mà không nên vẽ ra giấy. Tuy 
nhiên, nếu chúng ta còn phải lân lượt xét những chi tiết khác nhau thì nên vế hình. 
Nếu có nhiều chỉ tiết mà ta không thể hình dung ra tất cá cùng một lúc, thì khi đó 
trên giấy chúng sẽ hiện ra đồng thời. Cái chỉ tiết mà ta nhớ lại trong đầu có thể bị 


- quên mất nhưng cũng chỉ tiết đó khí đã được vẽ trên giấy thì giữ được mãi và bất 


cứ lúc nào ta cũng có thể trở lại với nó. 
Quay trở về với chỉ tiết đó, chúng ta sẽ phục hổi lại những suy luận trước đó 
và sự lĩnh hội được chi tiết đó làm cho công việc dễ dàng rất nhiều. 
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2. Bây giờ ta xét một các h lớn yai trò của hình vẽ khi giải các bài toán 
đựng hình. „-.. xe ý x xà So n. Đã 

Ta bắt đâu › xết bài toần tudfb tự một cách chỉ. tiết, tước I hết bằng cá6Ivt vẽ, “;hình 
có chứa cái chưa biết và những cái đã biết liên hệ với nhan theo các điều kiện của 
bài toán. Để trình bày bài toán một cách rõ ràng, ta phải xét từng đữ kiện một, 
từng phần của giả thiết một ; sau đó ta hợp nhất các phần lại bằng cách xết giả 
thiết trong toàn bộ của nó. Ttoïn khi đó, ta cố gắng bao quát cùng một lúc mọi 
liên hệ khác nhau quy định bởi giả thiết của bài toán, khó mà có thể xử sự với một 
SỐ Tất nhiều chỉ tiết đó, phản tích chúng rồi hợp nhất lại, nếu như không có một 
hình vẽ. trên giấy ở trước mặt. Mặt khác, chừng nào bài toán còn chưa giải được thì 
chúng ta cồn phải tự hỏi là có thể hay không thể dựng được hình vẽ phải tìm. Có 
thể hoàn. toàn thoả mãn các điều kiện của bài toán không ? Chúng ta SN có 
quyền nói "có thể được" khí chưa có cách giải cuối cùng. 








Tuy-nhiên,,. chúng ta thừa nhận rằng có thể được và ta vẽ một hình trên đó các 


đữ kiện và những cái chưa biết liên hệ với nhau theo quy định của các điều kiện. 
Có thể nghĩ rằng vẽ hình như vậy, ta đã dùng tới một sự thừa nhận không hợp 
pháp. Nhưng không phải như vậy. Nói cho đúng hơn, không phải bao giờ cũng như 
vậy. Chúng ta làm đúng nếu như đi khảo sát bài toán, chúng ta thừa nhận khi năng 
tồn tại một đối tượng thoả mãn các điều kiện buộc cho cái chưa biết và có những 
quan hệ bắt buộc với những cái đã biết. Đồng thời, chỉ cần ta đừng lẫn lộn khả 
. năng tồn tại một đối tượng như vậy với lòng tin là nó tồn tại. Hành động của ông 
chánh án không thể coi là sai nếu như ông ta, trong khi hỏi cung bị cáo đã nêu ra 
giả thuyết về sự phạm tội của bị cáo nhưng với điều kiện không gán cho giả thuyết 
đó một giá trị hoàn toàn chắc chắn. Nhà toán học, không được có một định kiến 
nào và phải gác sự phán đoán của mình sang một bên cho tới khi mà sự khảo sát 
đã đem lại kết quả quyết định ; phương pháp giải một bài toán dựng hình bắt đầu 
bằng cách vẽ hình trong đó giả thiết rằng các điều kiện đã được thoả mãn, là do 
các nhà hình học Hi Lạp đề ra. Ta thấy rõ nội dung của phương pháp đó trong câu 
nối ngắn và hơi bí hiểm của Páppuýt : "Hãy thừa nhận rằng cái người ta bắt phải 
làm là đã được làm rồi". Lời khuyên sau đây không gọn bằng nhưng Tõ ràng hợn : 


Hiấy vẽ một hành vế: giả định thừa nhận rằng mọi điều kiện của bài toán đêu được 


-#hod mãn. 


Lời khuyên đó áp dụng cho những bài toán dựng hình Số vệ không có lí gìlại | 
giới hạn nó cho riêng loại bài toán này. Ta có thể mở rộng nó cho tất cả "những: 


- Bài toán về tìm tòi" bằng cách phát biểu nó dưới dạng tổng quát sau : ##Zy xét một 
hoàn cảnh giả định trong đó mọi điều kiện của bài toán đều được thoả mãn.. 
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Hãy so sánh với "Páppuýt”" mục 6. 

..3. Bây giờ ta xết một số đặc điểm của việc vẽ hình thực sự. 

(D Nên hình vẽ như thế nào một cách chính xác hay gần đúng, nện vẽ với các ˆ 
dụng cụ hay bằng tay ? Cá hai cách đều có những cái lợi của nó. Về nguyên tắc, 
những hình vẽ chính xác trong hình học đóng một vai trò như các phép đo chính 
xác trong vật lí. Nhưng trong thực hành, chúng không quan trọng bằng vì những 
định 1í hình học có nhiền cách thử nghiệm hơn so với những định luật vật lí. Tuy 
nhiên, những người mới làm toán hình nên vẽ nhiều hình vẽ càng chính xác càng 
tốt để có một cơ sở kinh nghiệm. 

Một hình vẽ đúng có thể khiến ta phát minh ra một định lí hình học dù là rất 
nhỏ bé. Tuy nhiên, để tiến hành sự suy luận thì nói chung, chỉ cần vế hình cẩn thận 
bằng tay, vì cách này tốn ít thời gian. Hiển nhiên là hình vẽ không nên trở thành 
vô lí, những đường thẳng không thể uốn khúc và một vòng tròn không thể giống 
như một củ khoai tây. Đôi khi một hình vẽ sai có thể đưa ta tới một kết luận sai 
lâm ; nhưng sự nguy hiểm không phải là lớn và ta có thể tránh được bằng nhiều 
cách, đặc biệt là đổi cách vẽ hình. Cái nguy hiểm đó sẽ hoàn toàn không có nếu 
như ta tập trung chú ý vào những quan hệ lôgic và nếu như ta hiểu rằng hình vẽ là 
một hỗ trợ chứ không phải là cơ sở cho những kết luận của ta ; chính những quan 
hệ lôgic mới là cơ cỡ thực sự (điểm này được minh hoạ bằng một số nghịch lí quen 
biết trên cơ sở một số hình cố ý vẽ sa1). 

(I) Các phần tử trên hình vẽ nhất thiết phải đứng ở những vị trí quy định, còn 
thứ tự để dựng chúng thì không quan trọng. Do đó nên chọn một thứ thuận lợi 
nhất. Chẳng hạn, để minh hoạ việc chia một góc ra ba phần bằng nhau, ta muốn 
dựng hai góc z và b sao mà z = 3b. Xuất phát từ một góc z nào đó, ta không thể 
dùng thước và compa để dựng b được. Nhưng nếu bắt đầu từ một góc b nào đó khá - 
nhỏ, ta sẽ dựng được góc z ngay. 

(Tm) Hình vẽ của ta phải có tính tổng quát ; các phần tử khác không nên làm 
xuất hiện những quan hệ đặc biệt mà bài toán không đồi hỏi. Chẳng hạn, các đoạn 
thẳng không được vẽ bằng nhau hay vuông góc với nhau, những tam giác không : 
nên vẽ cân hay vuông nếu như bài toán không đòi hỏi như vậy. Tam giác mà các 
góc bằng 45°, 60 và 75” theo một nghĩa nhất định khác xa với cả tam giác cân lẫn 
tam giác vuông. Nếu muốn có một tam giác "dạng tổng quát" thì ta nên vẽ một 
tam giác gần giống như tam giác nói trên. | 

(IV) Để làm nổi bật các vai trò khác nhau của các đường trong hình vẽ, ta có 
thể vẽ những đường bằng những. nét đậm, nhạt, đường liền hay đường rời (chấm 
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chấm) hay có thể đùng những rà | 
mảnh nếu ta chưa hẳn đụ ] š 
phần tử cho trước và dùng nHữNg miãu khác nhau để "Mãi Đặt những phần, quan 
trọng, như hai tam giác đồng đạng đùng cùng một màu. ' _ 







(V) Để minh hoạ những bài toán hình trong không gian thì nên dùng những 
mô hình ba chiều hay những hình phẳng trên giấy hay trên bảng ? Mô hình th rất 


tốt, nhưng làm chúng thì rất phiền, còn như mua thì lại khá đắt. Cho nên chúng ta 
phải bằng lòng dùng những bình vẽ mặc dù đôi khi khó hình dung ra chúng. 
Những người mới làm quen với toán hình không gian thì nên làm một vài thực 
nghiệm với các mô hình bằng bìa cứng tự làm lấy. Có thể dùng những đồ vật thông 
thường để minh hoạ các khái niệm hình học. Chẳng hạn, một chiếc hộp, một viên 
gạch, một lớp học có thể biểu diễn một hình hộp chữ nhật, một cái bút chì biểu 
diễn một hình trụ, cái chụp đèn tượng trưng cho hình nón cụt, ... 

4. Những hình vẽ trên giấy đều dễ vẽ, dễ nhận, dễ nhớ. Những hình phẳng đều 
quen thuộc đối với ta và những bài toán liên quan tới chúng đều đặc biệt dễ lĩnh 
hội. Do đó, ta có thể lợi dụng được nó, nếu như ta tìm được một cách biểu điễn 
hình học gần đúng cho những đối tượng không phải hình học. 


.__ Thực vậy, những biểu diễn hình học, như những đồ thị và biểu đồ các loại 
_đều được dùng trong mọi ngành khoa học không những chỉ trong vật lí, hoá học 
hay khoa học tự nhiên mà còn cả trong kinh tế học gần đúng, chúng ta hãy thử 
_ điễn tả tất cả theo ngôn ngữ của các hình và đưa tất cả các Đài toán về những bài 
toán hình. 


Thành thử, ngay cả khi bài toán của anh không phải là bài toán hình, anh cũng 
có thể thử. 


Vế một hình : tìm một biểu điễn hình học rõ ràng, sáng sủa cho những bài toán 
không phải toán hình có thể cho phép tiến một bước 1õ rệt tới cách giải. 


Hoợt động của tiềm thức 


Một buổi tối nọ, tôi muốn nói chuyện với một người bạn về một nhà văn nào 


đó, nhưng tôi không thể nào nhớ được tên nhà văn ấy. Tôi lấy làm bực tức vì: HỘI. ¬-... 
nhớ rất kĩ một quyển tiểu thuyết của ông ta. Tôi lại còn nhớ cả một vài chuyện về - 


ông, tóm lại, tôi nhớ lại tất cả những điều mà tôi biết về ông ấy, chỉ trừ có tên và 


mọi cố gắng của tôi đều vô hiệu. Thế mà sáng mai tôi ngủ dậy, chưa kịp nghĩ đến _„ 
câu chuyện tối qua thì cái tên của nhà văn đột nhiên xuất hiện trong trí tôi mà _ 


không phải cố gắng một tí nào. 
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Mỗi người chúng fa chắc chấn đều có kinh nghiệm bản thân như vậy và tất cả 
những người rào thích toán và hay giải toán có lế cũng đêu có kinh nghiệm đó - 
trong quá trình làm việc của họ. Nhiều khi ta phải bó tay trước một Đài toán mặc 
dù đã cố gắng rất nhiều. Nhưng sau một đêm nghỉ ngơi hay vài ngầy bỏ dỡ thì có - 
thể bất chợt một tia sáng loé lên trong ý nghĩ của ta và ta có thể giải bài toán đễ - 
dàng. Ở đây, tính chất của vấn để không quan trọng › một danh từ bị quên, một 
chữ khó trong trò chơi đố chữ, cũng như lời giải của một vấn để toán học đều có 
thể xuất hiện trong ý nghñ theo cách ấy. 

Những điều nhận xét trên đây cho ta cảm tưởng như có một sự hoạt động của 
tiểm thức. Quả thật như một bài toán, sau một thời gian bỏ quên, có thể hiện lại 
một cách sáng sủa hơn trước. Cái gì đã soi sáng nó, cái gì đã dẫn nó đến gần lời 
giải ? Cũng là bản thân chúng ta mà thôi, nhưng chúng ta đã hoạt động trong tiềm 
thức. Cũng khó mà đưa ra được một cách giải thích khác, mặc dù các nhà tâm lí 
học cũng đang phác hoạ một cách trả lời không giống như trên và có thể một ngày 
kia sẽ được đầy đủ hơn. | | 

Nhưng đù học thuyết về sự hoạt động tiểm thức có giá trị nhiều hay ít, thì nó 
cũng cần được chú ý đến vì rằng, đối với sự suy nghĩ có ý thức có một giới hạn 
không nên vượt qua và đôi khi cũng nên xếp lại bài toán trong một thời gian "qua 
một đêm ngủ người ta trở nên sáng suốt hơn", một câu ngạn ngữ cổ nói như vậy- 

Bằng cách trì hoãn lại ngày mai, ta có thể thu được nhiều kết quả hơn và với 
công sức ít hơn. Tuy nhiên, ta không được bỏ đở một bài toán trước khi đạt được 


một kết quả nào đó, nếu về sau nhất thiết phải trở lại bài toán này. Không nên 


chấm đứt công việc đù chỉ là tạm thời — trước khi đã giải quyết được một chi tiết 
nào đó, trước khi làm sáng tổ được phần nào một khía cạnh của vấn đề. 


Chỉ có những bài toán mà ta đã tập trung Suy nghĩ nhiều thì khi trở lại mới 


được biến đổi, sáng ra. Hình như sự cố gắng có ý thức và lao động trí ốc là cần 


thiết để buộc tiềm thức làm việc. Nếu không phải như vậy thì hoá ra vấn đề lại quá 
dễ dàng, vì khi đó chúng ta có thể giải các bài toán khó nhất bằng cách đi ngủ để 
chờ đợi những ý kiến hay. | 

Trước kia, người ta xem một sáng kiến như là linh cảm, đo trời phú. Phải xứng 
đáng với điều đó bằng lao động hay ít ra bằng những ý muốn nồng nhiệt). 





(1) Về một công trình nghiên cứu tỉ mỉ hơn "uệ tiềm thức" độc giả có thể tìm thấy trong§ quyển 
trạm lí của sự sáng tạo trong lĩnh vực toán học" Psychologie đe [imventon mathámatique của 
Jacques Hadamard (chú thích của tác giả) l 
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,Hào đó sang khảo sát một 
khảo sát một nhóm hẹp đối 


trọng hơn và bao hàm nhóm 












.-. Đó là việc chuyển từ việc kh: 











nhóm đối tượng nào đó ó chứa đố 


tượng sang việc khảo sất một nhóm đối 
thứ nhất. . 
1. Nếu chẳng hạn ta gặp tổng: _ : 
l+8+27+64=100 
và ta để ý nó có thể biểu thị dưới đạng : 
1 #2433 sáo 102 
Khi đó, lẽ tự nhiên nảy ra câu hỏi : Phải chăng tổng của các lập phương liên 
tiếp như là : 


s% Ñ HH ng 
tượng quả 


Ï 2 Đã ò0 


luôn luôn là một bình phương ? Đó là một ví dụ về khái quát. Điều khái quát này rất 
bổ ích vì nó dẫn từ một nhận xét riêng biệt đến một quy luật phổ biến quan trọng. 
Trong toán học cũng như trong vật lí hay khoa học tự nhiên, nhiều kết quả đã đạt 
được nhờ cách khái quát như vậy (xem mục : Quy nạp và quy nạp toán học). 

_— 2. Có thể dựa vào khái quát để giải một bài toán. Ta xét bài toán hình học 
không gian sau đây : "Một đường thẳng và một hình bát diện đều có một vị trí 

tương đối cho trước, Tìm mặt phẳng qua đường thẳng và chia thể tích hình bát diện 
ra hai phần bằng nhan". Bài toán này có vẻ khó, nhưng ta có thể nghĩ đến bài toán 
sau đây tổng quát hơn : "Một đường thẳng và một cố thể có một #âmn đối xứng nằm 
trong một vị trí tương đối cho trước, tìm mặt phẳng đi qua đường thẳng phải tìm, 
dĩ nhiên đi qua tâm đối xứng của cố thể ; nó được xác định do đường thẳng và tâm 
đối xứng đó. Vì hình bát diện cũng có một tâm đối xứng, nên bài toán đầu tiên 
cũng đồng thời được giải quyết. : 

Ta để ý rằng, bài toán sau tuy tổng quất hơn bài toán đầu, nhưng lại đễ hơn 
nhiều. Thực rasthì phương pháp chủ yếu mà ta đã dùng để giải bài toán đầu là sớng 
tạo ra bài toắn sau. Làm như vậy, ta nhìn thấy Vai trò của tâm đối xứng ; ta Jâm: 
xuất hiện tính chất căn bản của hình bát diện trong bài toán đã,cho, đó là : nó có 
tâm đối xứng. . | 


Đôi khi, bài toán tổng quát hơn lại dễ giải hơn ; điều đó tưởng chừng như mâu 


thuẫn, nhưng ví dụ trên chứng tỏ rằng nó chẳng có gì là đặc biệt. Bằng cách nghĩ 
ra bài toán tổng quát, ta đã vượt qua được khó khăn rất lớn của bài toán: đặc biệt. 
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Sau việc sáng tạo đó, công việc còn lại chỉ là phụ. Như vậy, trong trường hợp này, 
việc giải bài toán tổng quát chỉ là một phần — phần phụ — của việc giải bài toán 
đặc biệt (xem mục : Nghịch lí của người sáng †40). | 

3. Tìm thể tích của một hình chóp cụt đáy vuông, biết rằng cạnh đấy dưới bằng 
10cm, cạnh đáy trên bằng 5cm và chiều cao bằng 6cm. Thay các số 10, 5 và 6 bởi a 
b, h ta đã khái quất bài toán 2 Ta được bài toán khác bài toán ban đầu, mà ta có thể 
phát triển như sau : "Tìm thể tích hình chóp cụt đáy vuông, biết cạnh đấy dưới bằng 
a, cạnh đáy trên bằng b, chiều cao bằng h". Kiểu khái quát như vậy có thể rất có lợi. 
Chuyển từ một bài toán "bằng số" sang một bài toán "bằng chữ", chúng ta có thể có 
được nhiều khả năng mới ; chẳng hạn, chúng ta có thể cho biến đổi các dữ kiện và 
như vậy có thể nghiệm lại các kết quả bằng nhiều cách (xem mục : Có thể nghiệm 
lại các kết quả hay không, điểm 2.; biến đổi bài toán, điểm 4). 


Kí hiệu 

1. Muốn làm sáng tỏ sự ích lợi của một kí hiệu chọn thích hợp và quen biết, 
chúng ta thử cộng nhiều số khá lớn với giả thiết là chúng ta không được phép dùng 
chữ số Ả Rập mà chỉ có quyền dùng chữ số La Mã. Như vậy thì những số như 


MMMEXC, MDXCVI, MDCXLVI MDCCLXXXI, MDCCCLXXXVH sẽ đưa ta 
đến đâu ? Khó mà nói hết được tâm quan trọng của các kí hiệu toán học. Các nhà 


- toán học hiện đại nhờ có hệ thập phân mà có được một ưu thế rất lớn so với các , 


nhà toán học thời thượng cổ. Một học sinh trung bình ngày nay biết rất rõ kí hiệu 
phổ biến của đại số, hình học giải tích, phếp tính vi phân và tích phân và như vậy 
là rất thuận tiện so với các nhà toán học Hi Lạp khi cần giải các bài toán về diện 
tích hay thể tích mà trước kia muốn giải được phải có thiên tài AcsImet. 

Có một mối liên hệ mật thiết giữa ngôri ngữ và (ư duy, ngôn ngữ làm cho tư 
duy phát triển. Nhiều nhà triết học và ngữ ngôn còn đi xa hơn nữa và khẳng định 
rằng không có ngôn ngữ thì không có tư duy. 

Điều khẳng định này kể cũng quá đáng. Nếu ta có một ít kinh nghiệm về vận 
dụng toán học thì chúng ta thấy rằng có thể suy ngÏũ có kết quả không cần lời nói 
mà chỉ cần nhìn vào hình vẽ và thao tác với các kí hiệu đại số. Hình vẽ và kí hiệu 
liên hệ mật thiết với lí luận toán họp. Trong khi lí luận mà dùng đến hình vẽ hay kí 
hiệu rất có lợi, như vậy chúng ta có thể sửa đổi điều khẳng định trên kia và xem 
tiếng nói là ngang hàng với những kí hiệu khác và nói rằng : "Nếu không có kí 
hiệu thì không có tư duy”. 

Dù sao thì công dụng của những kí hiệu toán học cũng tương tự như công 
dụng của tiếng nói, kí hiệu toán học ví như một thứ ngôn ngữ, đặc biệt một thứ 
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tiếng rất hạy hoàn toàn thích ứng với 
những quy tắc không hề có ngoại lệ 









mục đích của mình, súc tích và rõ Tàng với 
H"- : ì : 4 s: `: Nà Qả tt aể . cử x8) n 4 > 

Ø1 Các ngôn npữ thông thường. 

2uHihn Sưe Ty NE = vàn 

XiệG đất, trình là một cách 


ngữ các kí hiệu toán học. 


"hự 


Đứng trên quan điểm đó, ta có thể nổi 
phiên dịch từ ngôn ngữ thông thường ang ngôn 


Z. Một số các kí hiệu như các đấu +, —, =,... đã có một ý nghĩa nhất định : trái 


lại, những kí hiệu khác như các chữ cái La Tỉnh và Hi Lạp thường dùng với những 
ý nghĩa khác nhau tuỳ theo từng bài toán. Khi ta khảo sát một bài toán mới, ta phải 
chọn một số kí hiệu, đưø kí hiệu vào một cách thích hợp. Ö đây, ta có thể nhận xét 
tương tự như với ngôn ngữ thông thường ; nhiều tiếng nói có ý nghĩa thay đổi tuỳ 
theo câu văn : Khi cần phải diễn tả rõ ràng, phải chọn cẩn thận từng tiếng nói. 

Việc chọn kí hiệu là một glai đoạn quan trọng trong khi giải một bài toán ; vì 
vậy, ta phải chọn một cách thận trọng. Thời gian mà ta dành để chọn kí hiệu sẽ 
được trả công rất hậu về sau, bởi thời gian tiết kiệm được nhờ tránh khỏi mọi sự do 
dự và lẫn lộn. | s 


Để được hướng dẫn trong việc chọn đó, ta phải nghiên cứu kĩ càng mọi yếu tố 
của bài toán. Cách kí hiệu thích hợp có ý nghĩa hàng đâu để giúp ta hiểu được bài 
toán. _ | | | _ 

3. Một kí hiệu tốt phải thoả mãn những yêu cầu sau : có nội dung và đễ nhớ ; 
nó phải tránh được mọi lối giải thích không rõ ràng.Thứ tự các kí hiệu và sự tương 
quan giữa chúng phải làm ta liên tưởng đến thứ tự và sự tương quan giữa các đối 

_ tượng tương ứng. | 

4. Trước hết, các dấu hiệu không được nhập nhằng. Chẳng hạn, trong cùng 
một vấn đề không bao giờ được dùng một kí hiệu để chỉ hai đối tượng khác nhau. 

Nếu trong một bài toán ta đã gọi ¿ là một độ đài nào đó thì không được gọi một 

phần tử nào khác là ø¿. Dĩ nhiên, trong một bài toán khác thì có thể dùng chữ a với 

một nghĩa khác. | 


Tuy không được dùng một kí hiệu để chỉ hai đối tượng khác nhau nhưng ta có 


quyền dùng những kí hiệu khác nhau để chỉ cùng một đối tượng, chẳng hạn, viết 
tích của ø với b là : : _ ' 


axb,a.bvềab 


Nhưng mỗi khi thấy làm như vậy có lợi (tức là dùng hai hay nhiều kí hiệu ` 


khác nhau để chỉ một đối tượng) thì cũng phải thận trọng. Nói chung, nền dùng 


một kí hiệu cho một đối tượng và không bao giờ nên dùng nhiều kí hiệu khống ` 


cần thiết. 


90 


Lái 


5. Các dấu hiệu được chọn phải dễ nhớ và dễ nhận ; mỗi dấu hiệu phải nhắc ta 
tức khắc đến đối tượng tương ứng và ngược lại. - 

Một cách để có được kí hiệu đế nhớ là đùng các chữ cái đầu tiên của tên đối 
tượng. Chẳng hạn ở mục 20, ta đã dùng chữ r để chỉ vận tốc (tiếng Anh — rafe : vận 
tốc), £ để chỉ thời gian (tiếng Ảnh — time : thời gian), v thể tích (tiếng Ảnh — volumne : 
thể tích). Nhưng không phải bao giờ cũng làm được điều đó, chẳng hạn cũng Ở 
mục 20, ta có xét đến bán kính nhưng ta không thể kí hiệu nó bằng chữ 1t) bởi vì 
chữ đó đã chỉ vận tốc. Có nhiều nguyên nhân khác hạn chế cách chọn kí hiệu dễ 
nhớ ; chúng ta sẽ lần lượt nói đến các nguyên nhân và phương pháp đó. 

6. Một kí phấp không những giúp ta liên hệ với các khái niệm mà còn đặc biệt 
lợi ích là giúp ta quan niệm được bài toán khi thứ tự và quan hệ giữa các kí hiệu 
làm ta liên tưởng đến thứ tự và quan hệ giữa các đối tượng. Sau đây là một vài ví 
dụ dùng để minh hoạ điều đó. 

() Để chỉ các đối tượng gần nhau trong bài toán, fa chọn trong các chữ theo 
thứ tự trong bảng chữ cái. 

Như vậy, ta thường dùng những chữ cái đầu tiên như đ, b, c để chỉ những đại 
lượng đã cho hay những bằng số và các chữ cuối như x, y, z để chỉ những đại lượng 
chưa biết hay biến thiên. " 

Mục 8 ta dùng chữ ø, b, c để chỉ chiều dài, chiều rộng và chiều cao của hình 
hộp, đó là những dữ kiện của bài toán ; cách kí hiệu đó có lẽ tốt hơn là cách dùng 
chữ cái đứng đầu tiên, chẳng hạn Ï, w, n?. Thật vậy, trong bài toán đã cho, kích 
thước đóng vai trò như nhau, fa nhấn mạnh điều đó bằng cách dùng ba chữ cái kề 
nhau. Ngoài ra, như chúng ta đã nói, các chữ đầu tiên z, b, c là những chữ thông 
dụng nhất để chỉ các đại lượng đã cho. Trong một bài toán khác mà ở đấy ba kích 
thước đóng vai trò khác nhau và cần phân biệt chiều nằm ngang và chiều thẳng 
đứng thì có lẽ nên dùng các chữ ï, w, h. 

(m) Đề chỉ các đối tượng thuộc cùng một phạm trù, ta thường chọn những chữ 
thuộc cùng một tự mẫu và ta dùng những tự mẫu khác cho những phạm trù khác. 
Chẳng hạn, trong hình học phẳng ta thường dùng : 

Chữ in hoa của tự mẫu La Tỉnh như A, 8, Œ để chỉ các điểm ; 


Chữ nhỏ như ø, b, c để chỉ các đoạn-thẳng ; chữ nhỏ Hi Lạp như 0, Ø, Y... để 


` 


chỉ các góc. Khi gặp hai đối tượng thuộc những phạm trù khác nhau, nhưng lại có 





(1) Tiếng Anh Length : chiêu dài ; width : chiều rộng ; height : chiều cao ; rate : vận tốc 
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quan hệ với nhau thì ta có 1Í dùng những chữ tươn; ` 

nhau, hoặc dùng chữ in và:elữ nho, chẳng hạn ; 

thuộc là cách kí hiệu trong ta gláe:...- =s=- 
A,B,C chỉ các đỉnh — ` 
2, b, c chỉ các cạnh, 


-đ, Ø8, Y chỉ các góc, - 






ở đây ta hiểu a là cạnh đối với đỉnh A và sóc ở A là œ. 


(II) Ở mục 20, các chữ ø, b, x và y tỏ ra thích hợp để chỉ tính chất các phần tử 
và quan bệ giữa chúng với nhau. Các chữ z và b chứng tỏ rằng các đại lượng tương 
ứng là hằng số, còn các chữ x và y chỉ các biến số ; ngoài ra, z đứng trước Ö, cũng 
như x đứng trước y, chứng tỏ rằng quan hệ giữa ø và j cũng giống như quan hệ 
giữa x và y. Sự thật thì ¿ và x là nằm-ngang, b và y là thẳng đứng và ø : b =x : y. 

7. Kí hiệu : | 

AABC ~ AEFG | 

chỉ rằng hai tam giác đồng dạng với nhau. Trong các tài liệu hiện đại, công 
thức ấy còn bao hàm một điều là trong hai tam giác đồng dạng đó, các đỉnh: tương 
ứng với nhau theo thứ tự đã viết : A ứng với E, B với ", C với Ơ. Nhưng sách cổ tự 
không sử dụng sự tương ứng đó, nên độc giả phải nhìn vào hình vẽ hay phải nhớ 
lại nội dung của vấn đề thì mới biết được sự tương ứng giữa các phần tử, | 

Cách kí hiệu hiện đại tốt hơn cách kí hiệu cổ. Nhờ nó ta có thể rút ra những hệ 
quả của công thức mà không cần nhìn hình vẽ. Chẳng hạn, ta có thể kết luận rằng : 


^^ ~ 


AẠ =E 
| AB:BCsEF. ⁄G 
_ và rút ra những tỉ số tương tự. Cách kí hiệu cổ không có ý nghĩa bằng và không 
cho phép rút ra những kết luận chính xác như vậy.. TC 

_ Ta có thể nói rằng, một kí pháp nào nhiều ý nghĩa hơn một kí pháp khác thì là 
phong phú hơn. Các kí hiệu hiện đại về tam giác đồng dạng phong phú hơn cách kí 


hiệu cổ, nó phản ánh thứ tự và quan hệ các đối tượng một cách đẩy đủ hơn và do 


đó, cho phép rút ra nhiều hệ quả hơn. - | 

8. Những từ có zghĩa phụ ; đó là những từ mà đem đặt vào trong một số câu, 
nghĩa của chúng có thể bị ảnh hưởng ít nhiều và thếm vào nghĩa thông thường 
(nghĩa đầu Tiên) chúng nhận một màu sắc mới, một sự biến đổi nào đó. Vì vậy, 
muốn biết thật đúng, ta phải chọn trong số những từ gần đồng nghĩa từ nào mà 
nghĩa phụ thích hợp nhất trong. câu. | 
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sẽ 


tự 


MỜ . 


œ\ 


Trong kí pháp toán học cũng thế. Những kí hiệu có thể nhận một ý nghĩa phụ 
nào đó khi đặt chúng vào trong bài, khi chọn các kí hiệu ta phải để ý đến điều đó. 
Ta hãy minh hoạ điều đó bằng những ví dụ. | | 

Mỗi một chữ có nghĩa nhất định, phổ dụng ; chẳng hạn, chữ e thường chỉ cơ số 
của lôgarit tự nhiên, ¡ chỉ đơn vị ảo^|—1, x chỉ tỉ số của đường tròn với đường kính 
của nó. Nói chung, chỉ nên dùng các kí hiệu ấy theo nghĩa cổ truyền của chúng ; vì 
rằng, nếu chúng ta dùng chúng theo một nghĩa khác, thì nghĩa quen thuộc của 
chúng có thể ám ảnh trí óc của ta, làm cho chúng ta lúng túng và có khi nhầm lẫn. 
Tuy nhiên, ta để ý rằng các nghĩa phụ nói trên, nhiều khi nguy hiểm, lại làm lúng 
túng cho học sinh ít hơn là nhà toán học, vì kiến thức của học sinh còn Ít ỏi ; nhà 
toán học phải có đầy đủ kinh nghiệm để vượt qua những loại khó khăn đó. 

Nghĩa phụ của một kí hiệu cũng có thể có ích lợi nếu ta biết sử dụng khéo léo. 
Một kí pháp đã dùng có thể giúp cho người nghiên cứu bằng cách nhắc lại một 
phương pháp bổ ích ; tất nhiên, cần phân biệt rõ ràng nghĩa đầu tiên (nghĩa hiện 
tại) của kí hiệu với nghĩa phụ. Một kí pháp cố định (như kí pháp cổ truyền cho các 
phần tử của tam giác mà chúng ta đã có địp xét đến điểm 6 (TI)) có nhiều thuận lợi 
lớn ; dùng nó nhiều lần, nó sẽ nhắc chúng ta nhớ đến các phương pháp đã sử dụng ; 
những công thức viết với một kí pháp cố định thì dễ nhớ hơn, tất nhiên, chúng ta 
phải mở rộng tầm mắt khi cần thiết phải dùng một kí pháp cổ truyền theo một 


nghĩa hơi khác thông thường của nó. 


9, Khi ta cần chọn một trong nhiều kí pháp, thì ta có thể thiên về cách này bởi 
một lí do nào đó và thiên về một cách kia bởi một lí do khác. Cần có kinh nghiệm 
mới chọn được cách thích hợp. Tuy nhiên, cũng cần biết các thuận lợi và trở ngại 
trình bày trên kia. Dù sao thì cũng nên nhớ là cần đặt nhiều chú ý vào việc chọn kí 
pháp, việc chọn phải có lí do xác đáng. 

10. Không phải chỉ có những học sinh kém trong lớp học mới ghét môn đại số 
mà còn có cả những học sinh rất thông minh. lrong các kí pháp bao giờ cũng có 
một cái gì độc đáo và giả tạo ; và thật mệt óc nếu phải học một kí pháp mới. Học 
sinh thông minh có thể ngại làm điều đó nếu không biết rõ lí do. Sở đi họ ghết 
môn đại số vì họ không được thầy giáo luôn luôn chỉ bảo cho họ biết sự ích lợi của 
ngôn ngữ kí hiệu toán học đối với Hrí óc như thế nào. Chỉ bảo cho họ điều đó là 
một nhiệm vụ quan trọng của thầy giáo, không thể thiếu được. | 


Các nhận xét trên đây theo ý chúng tôi có phần nào bổ ích (xem thêm mục : 
Đặt phương trình). Có thể khuyên học sinh thử iại một công thức (xem đó là một 
bài tập bay) nhờ biện luận theo các đặc trưng của nó (xern mục 14 và mục : Có thể 
nghiệm lại kết quả hay không ?). | | 


bo) 









ng: 


Đó là một phương tiện quen tHữộG; TH: HH CHỔI 
công thức hình học hay vật lí và Ƒ ourier đã nêt” êïi tâm quan trọng từ lẩu xem 

quyền : Lí thuyết giải tích về nhiệt, mục 160 — 162, của ông): ` lo 

1. Để nhớ lại quá trình thực hiện điều nói trên, ta hãy xét một hình nón cụt đấy 
tròn. Gọi : _ ho g dể 

® là bán kính của đáy dưới, 

r là bán kính của đáy trên, 

h là chiều cao, 

» là diện tích xung quanh. 


Nếu ta biết R, r, h thì rõ ràng Š được xác định. Ta được biểu thức : 


S=r(R+r)4(R - r +”? 


mà fa muốn kiểm tra bằng thứ nguyên. " 

Thứ nguyên của một đại lượng hình học rất dễ xác định. Chẳng hạn, Ẩ, r và 
là những độ dài, đo bằng centimét nếu dùng đơn vị khoa học. Diện tích ,Š do bằng 
centimết vuông ; đơn vị là cm”. Còn z = 3,14159... là một số ; nhưng muốn đo một 
đại lượng thuần tuý bằng số, ta phải biểu thị nó ra "cm”" (cmÔ = 1). 

Mọi hạng thức của một tổng phải có cùng thứ nguyên, đó cũng là thứ nguyên 
của tổng. Chẳng hạn, Ẩ, r v R + z được biểu thị với cùng một đơn vị, "cm" ; hai 
hạng thức (R —zjJ” và hFˆ đều được biểu thị ra "cyw^". 

Thứ nguyên của một tích là tích các thứ nguyên của các nhân tử. Đối với các luỹ 
thừa cũng có một quy tắc tương tự. Thay các đại lượng bởi đơn vị đo chúng, ta được : 


cm” =1. cm. \em? | ` 

(hư vậy là đúng. Vậy công thức có thể đảm bảo : nó đã qua được sự kiểm 
nghiệm theo thứ nguyên. 
Xem các ví dụ khác ở mục 14 và mục "Có thể nghiệm lại kết quả hay không ?", 
điểm 2. | | ƒ SấP 

2. Ta có thể nhờ thứ nguyên mà kiểm tra kết quả cuối cùng hay các kết quả 
trung gian của một bài toán, do bản thân mình giải hay do một người khác giải 
(một phương pháp rất tốt để nhận thấy những sai lầm trong các bài thị) ; cũng có 
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thể áp dụng lối kiểm tra đó siES các công thức mà ta nhớ lại hay những công thức 
mà ta dự đoán. 


œ 


_Nếu tàng, hạn, ta nhớ lại các công thức 4z” và — 3 —zr” cho điện tích và. thề 


tích của hình cầu, nhưng lại quên không biết là công thức nào cho diện tích, công 
_ thức nào cho thể tích thì ta chỉ cần nhìn vào thứ nguyên là biết ngay. 


3. Trong vật lí thì lối kiểm tra còn quan trọng hơn trong hình học. 


Ta xét một con lắc đơn, tức là một vật nhỏ và nặng treo ở đầu sợi dây mà 
chiều đài xem như không thay đổi và trọng lượng không đáng kể, gIÁ sử / là chiều 
đài sợi đây, ø là gia tốc của trường hấp dẫn và 7 là chu kì của conp lắc. 


Bằng những nhận xét về cơ học, người ta thấy rằng 7 chỉ phụ thuộc Ï và ø. 
Nhưng phụ thuộc như thế nào ? Ta có thể nhớ lại hay dự đoán rằng : 


T=ơng' 
với c, mm, n là những hằng số nào đó. Nói cách khác, ta giả sử 7 tỉ lệ với các luỹ 
thừa nào đó, /”, ø” của Ì và ø. 
Ta hãy xét thứ nguyên. Vì 7 là thời gian nên nó đo bằng giây, mà ta kí hiệu là s. 
Đơn vị cho độ dài / là "cm", cho g1a tốc Ũ là cơm s 7 và của hằng số c là 1. Phương 
trình thứ nguyên viết ; 
s=1.(em)” (cm Ti: lá 
hay | 


-2 
= (cm)”"" s LÚ 


So sánh các luỹ thừa ở hai vế, ta được : 
ÔE=m+n,l=-2n 

do đó : 
ng án 

Và công thức cho chu kì 7 phải có dạng : 


1 
T=cl2 g 


di 


Trong trường hợp trên đây, việc kiểm tra có thể cho ta biết được nhiều điều 
nhưng không phải tất cả. Trước hết, nó không cho ta biết giá trị của bằng số c - 
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là gần đúng (chỉ đúng Với Ì các dao động "ởỗ cùng "Dã sao thì cách khảo sát 


trên cũng đã cho ta thấy trước một cách nhanh, chồng và đơn giản một phần căn - 
bản của một kết quả, mà muốn tìm được toần bộ thì "hải cần đến những phương | 
tiện quan trọng hơn nhiều. Trong nhiều trường hợp tướng tự, ta cũng nhận thấy : 


điều đó. 


Lépnit (Gôtphơri† Vilhem) (164ó ~ 1716) 


Nhà triết học và toán học nổi tiếng, dự định viết "thuật phát minh” nhưng 
không thực hiện được. 


Tuy nhiên, nhiều đoạn rải rấc trong tác phẩm của ông chứng tỏ ông đã nuôi 
nhiều ý nghĩ bổ ích về vấn đề này mà ông luôn nhấn mạnh tầm quan trọng của nó. 


Chẳng hạn, ông đã viết : “Không có gì quan trọng hơn là biết được những 
nguồn phát mình và theo ý tôi chúng còn bổ ích hơn ngay cả những phát minh". 


Lí luận giột lùi 


Muốn hiểu cách xử trí của người, phải so sánh với các loài vật. Các loài vật 
cũng có những "bài toán" phải giải và khoa tâm lí thực nghiệm trong mấy chục 
. năm gần đây đã có những bước tiến căn bản trong việc nghiên cứu một số động vật 
đã "giải các bài toán đó" như thế nào. Ở đây, chúng ta không thể trình bày tất cả 
những điều nghiên cứu đó mà chỉ giới thiệu sơ qua một thí nghiệm đơn giản và bổ 
ích với mục đích minh hoạ cho phương pháp phân tích, hay phương pháp lí luận 
giật lài. Chúng ta đã gặp phương pháp đó trong mục nói về Pappus, một nhà triết 
học đã mô tả nhiều phương pháp phân tích. 


1. Ta thử tìm một cách trả lời cho câu đố sau: đây : làm 
thế nào để mang 6 lít nước từ sông về, nếu trong tay chcó - 9 
hai thùng, một thàng 4 lít, một thùng 9 Ií. 

Ta hãy hình dung rõ ràng các công cụ lao động của L] 4 
chúng ta, đó là hai chiếc thùng (đâu là dữ kiện ?), tưởng - 
tượng chúng ta là hình trụ, có đấy bằng nhau, chiểu cao 
bằng 9 và 4 (hình 16). Nếu trên mặt bên cố chia độ thì bài .__ Hình 16 
toán rất đễ giải quyết. Nhưng vì không có chia độ nên bài 
toán trở nên khó khăn. 
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ẳ động bế, mà cũng chỉ 


& 


Ta chưa biết cách làm thế nào để đong được 6 lít một cách chính xác ; nhưng 
có thể đo được một lượng khác hay không ? (Nếu chưa giải được bài toán đặt ra, 
thì trước hết hãy thử giải một bài toán cô liên quan. Từ các dữ kiện có thể rút ra 
một điều gì bố ích ?): Ta hãy mồ mẫm một ít. la có thể đổ đầy thùng lớn. Nếu từ ' 
thùng lớn ta trút sang thùng bé thì còn lại trong thùng lớn 5 lít. Làm thế nào để có 
được 6 lít ? Chúng ta có hai cái thùng, ta còn có thể... 


Như vậy, ta đã hành động như hầu hết những người nào gặp phải bài toán ấy. 
Từ hai thùng không, ta thử một cách, rồi một cách khác, lần lượt đổ đây rồi lại trút 
ra và sau mỗi lần thất bại, ta lại tiếp tục và tìm cách khác. Ta đã tiến bộ, phát xuất 
từ nh hình lúc đầu và đi dần tới kết quả mong muốn, nói cách khắc, đi từ các đữ 
kiện tới cái chưa biết. Có thể là sau nhiều lần thử, ta sẽ thành công, nhưng như vậy 
chỉ là may TÚI. 

2. Đối với những người nghiên cứu thông mình thì họ lại không làm như VậY. 
Họ không phải mất thì g1Ờ để thử nhiều cách mà sẽ lí luận giật lùi. 

Ta phải làm cái gì ? (Đâu là ẩn ?). Ta hãy hình dung rõ ràng tình hình cuối 
cùng mà fa muốn đi đến. Ta hãy tưởng tượng CÓ trước mặt thùng lớn chứa 6 lít và 
thùng nhỏ không có nước, như ở hình 17, (Ta xuất phát từ điểu phải tìm và giả sứ 
rằng điều phải tìm là đã tìm được). _ 


E. Šu 


Hình 17 Hình 18 


Ta có thể có được tình hình cuối cùng từ tình hình nào trước đó ? Páppuýt có 
nói : fìm xem kết quả cuối cùng có thể có được từ kết quả nào trước đó ? Ta cô thể 
đổ đầy thùng lớn, tức là có 9 lít ; nhưng lại phải lấy ra đúng 3 lít : Muốn thế.:.. 
trong thùng bế phải có sẵn một lít rồi. Đấy là một ý kiến! (hình 18) (chúng ta đã 
bước được một bước không phải dễ và không phải ai cũng làm ngay được điều đó. 
Và một khi biết:được ý nghĩa của lí luận trên, ta có thể trông thấy được đường 
hướng của lời giải). 


- Nhưng làm thế nào để có được tình hình biểu thị bởi bình vẽ trên đây 2 (xem 


kết quả trước nữa). Vì lượng nước là vô hạn nên tình hình ở hình trên q93 về tình 
hình ở hình 19 ; hay hình 20. 


1-gII 1BÀI TIÁK MTW Q7 





ảnh hình ở:hình 18, 19, 20 thì sẽ có 

hình ở hình 20, trừ khi 
íc lần thử trước. Bằng cách 
trường hợp tưởng tự và nhớ lại rằng tình 


IBri 


Hừnh 19 Hình 20. 






Bằng cách đổ đầy thùng lớn, rồi từ thùng lớn đổ ra 
thùng bé hai lần, cuối cùng ta tìm được kết quả mong 
muốn. Như vậy, nhờ phương pháp phân tích, nhờ // luận 
giật hài ta đã tìm được các cách làm thích hợp. 

Bây giờ, ta chỉ cần đảo lộn quá trình bằng cách xu 
phát từ điểm cuối cùng đạt được trong phép phân tích : 
thực hiện tình hình ở hình 21, rồi chuyển sang hình 20, 
19, 18, 17 : bằng cách đi lận lại, cuối cùng ta từn được _ 

. điều phải từm, 





học nổi tiếng này, 


Rõ ràng là trong phương pháp phân tích có một cái gì khá sâu sắc. Khi bắt 
buộc phải đi quanh co, phải đi xa ra khói đích, để rồi trở lộn lại, không được đi 
theo con đường dẫn trực tiếp đến mục đích, điều đó 8ây 1a một số khó khăn về mặt 
tư tưởng. Để khám phá ra trình tự các bước thích hợp, ta phải theo một trật ttr hoần 


được phương pháp. 


Tuy nhiên, không cân phải có biệt tài mới giải được một bài toán cụ thể bằng 


cách đi giật lùi, chỉ cần tập trung suy nghĩ vào mục đích, hình dung kết quả cuối - 


cùng, có thể đạt kết quả đó từ kết quả nào trước nó ? Tự đặt câu hồi đó cũng là một 
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điều tự nhiên và như vậy là đã đi giật lùi. Những bài toán từ thời cổ sơ cũng có thể 
dẫn đến động tác đó (xem mục pápquýt, điểm 4). 

Đó là một phương pháp thuộc về lương tri thông thường mà ai cũng có thể hiểu _ 
được và chắc chắn là nó đã được các nhà toán học trước Platôn sử dụng đến. Điều 
mà người ta có thể xem là một kì công xứng đáng với thiên tài của Platôn đó là đã 
phát biểu phương pháp một cách tổng quát, đã trình bày nó thành một thao tác điển 
hình để giải các bài toán thuần tuý toán học cũng như các bài toán thường ngày. 

4. Bây giờ ta xét một thí nghiệm về tâm lí nếu độc giả có thể tha thứ cho cách 
chuyển tiếp khá thô bạo từ Platôn sang gà, chó và khi. ' 


Một hàng rào chắn song giới hạn ba cạnh | v 
của một hình chữ nhật, còn cạnh thứ tư thì để CC mẽ nh 
trống (hình 22). | ®D 


| Ủ 
Đặt một con chó ở một phía của hàng Tào, | | 
tại D và một đĩa thức ăn ở bên kia hàng Tào, tại | 
F. Đối với con chó, bài toán này tương đối dễ. 
Đầu tiên, có lẽ nó cũng thử nhảy thẳng qua, | 
nhưng không được, nên nó chạy quanh ngay ra phía sau và đến được đĩa thức ăn. 
Tuy nhiên, trong nhiều trường hợp, chẳng hạn nếu các điểm D và Ƒ quá gần nhau 
thì lời giải không dễ như thế, cỏn chó có thể mất một số thì giờ để sủa, cào, nhảy 
lên hàng rào trước khi nảy ra sáng kiến" là phải vòng quanh. 


Hình 22 


Nghiên cứu hành động của các súc vật khác trong tình hình này cũng là một 
điều lí thú. Đối với con khi thì bài toán rất dễ dàng (cũng như đối với một em bé 
lên bốn : đối với em bé thì dùng một đồ chơi có lẽ công hiệu hơn một đĩa thức ăn). 
Nhưng đặc biệt, đối với một cơn gà thì bài toán trở nên khó lạ lùng và nó sẽ chạy 
lung tung bên trong hàng rào và có thể mất một thời gian rất lâu để đạt được thức 
ăn, nếu may mà đạt được. Dù sao thì cũng là sau khi đã chạy nhiễu và nếu có 
thành công thì cũng chỉ là tình cờ mà thôi. 

5. Ta không thể xây dựng một lí thuyết tổng quát từ một thí nghiệm duy nhất 
và đơn giản như trên. Nhưng kể cũng không có hại gì nếu từ đó ta suy ra một số 
điều tương tự rõ rệt với điều kiện là ta phải sẵn sàng thẩm tra và đánh giá các kết 
quả đó. _ | | _ | 
.. Đi vòng quanh một chướng ngại, đó là điều mà chúng ta thường làm khi phải 
giải bất cứ bài toán nào như vậy, thí nghiệm trên đây có một giá trị cố thể nói là 
tương tự. Ở đây, con gà cũng giống như những người giải bài toán bằng mò mẫm, 
sau nhiều lần thử liên tiếp và nếu thành công thì cũng đo may rủi và không hiểu 


99 









được nguyên nhân của sự thành công đó. Con chó cào cấu; + 
vòng đã giải bài toán của nó như chúng ta đã làm với bài / 
nước. Tưởng tượng hai thùng có chia đô chỉ rõ mực nước tr 







an 
bà Vư uy), ng Tà, bệ HỆ P.¬ 

C nu ÔïNg các thùng đồ, cũng 
giống như cào đất một cách vô ích ;điể0⁄đểChịt XíchZthích chúng ta tiếp tục nghiên 
cứu. Chúng ta cũng vậy, trước tiên bao giờ cũng tìm cách đi thẳng đến đích và saù 








đó thì mới có ý nghĩ đi vòng quanh. Con chó sau khi quan sát tình hình một cách ' 


nhanh chóng đã đi vòng quạnh hàng rào, điều đó cho ta có cảm. giác, đúng hay:là 
Sai, rằng nó có một trực giác "cao cấp". 

Cũng không nên trách con gà là ngu xuẩn. Vì thực ra thì cũng không dễ gì quay 
lại, đi xa ra khỏi đích, tiến bước mà không đán mắt vào mục đích mong muốn. Giữa 
những sự khó khăn của con gà và của chúng fa có một sự tương tự rõ rệt. 

Nếu anh không giải được bài toán hiện có thì cũng đừng quá buồn phiền ; hãy 
đi tìm một kết quả dễ hơn, bằng cách óc hết thứ giải một bài toán giống với bài 
toán của anh. | | 
.... Lành công đó có thể động viên anh và khiến anh có can đảm tấn công vào 
bài toán ban đầu. Đừng quên rằng, cái ưu việt của con người là chỗ biết tránh 
chướng ngại vật mà mình không thể trực tiếp vượt qua được và có thể nghĩ ra một 
bài toán phụ thích hợp trong trường hợp bài toán ban đầu có vẻ không giải được. 

Anh có thể nghĩ ra một bài toán giống với bài toán của anh nhưng dễ làm 
hơn không ? Bây giờ, cần phải nghĩ ra một bài toán như vậy chứ không phải chỉ 
là nhớ lại một bài toán đã làm như khi tự đặt câu hỏi : "Anh có biết bài toán nào 
giống nó không ?”. 


Những câu hỏi khác của bảng trong phần đầu của mục này đều có một mục : 


đích chung : sự biến đổi bài toán. Có nhiều cách để đạt mục đích này như sự tổng 


quát hoá, sự cá biệt hoá, sự tương tự và những cách khác trong sự phân tích và 


thành lập những tổ hợp mới. 
Nghịch lí của người phát minh 


- Một kế hoạch phức tạp hơn có thể có nhiều triển vọng thực hiện hơn. . 


Điều phát biểu đó có vẻ ngược đời. Tuy nhiên, khi ta chuyển từ một bài toán 
này sang một bài toán khác thì nhiều khi ta nhận thấy rằng, bài toán mới tuy đưa 


lại nhiều hiệu quả hơn bài toán cũ nhưng lại dễ giải hơn. Có thể một lúc trả lời. 


nhiều câu hỏi lại đễ dàng hơn là chỉ trả lời có một câu hỏi duy nhất, chứng mình 
_ một định lí tổng quát hay giải một bài toán tổng: quát lại dễ dànghơn.  - 
Nghịch lí này sẽ biến mất nếu ta xét Kĩ một số ví dụ (ống quát hoá, điểm 2. 


Phép quy nạp và quy nạp toán học, điểm 7). Nhưng bài toán đưa lại nhiều hiệu quả 
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lây, sủa trước khi đi ¡ 
Yê hai thùng chứa | 


dx 


hơn có thể có nhiều triển vọng giải quyết hơn, với điều kiện là nó phải được căn cứ 


kì 


x 


không phải trên óc tự phụ và những điều khảo sát nông nổi mà trên sự hiểu biết 
sâu sắc về bản chất của vấn đề. 


Ngưỡi đọc sóch thông minh 


Khi đọc sách toán, có điều mong muốn : 

Thứ nhất là xác định được bước. chứng minh đang đọc là đúng. 

Thứ hai là hiểu rổ được mục đích của bước đó. 

Người nghe thông minh khi nghe giảng toán cũng có những mong muốn như vậy. 

Nếu anh ta không na rằng bước chứng minh đó là đúng, thậm chí còn nghì 
ngờ nữa, anh ta cÓ thể phản đối và nêu ra một câu hỏi. Nhưng nếu anh ta không 
hiểu lí do và mục đích của bước chứng minh đó thì anh ta cũng không thể phát 


biểu câu phản đối. Trong trường hợp này, anh ta không phản đối mà chỉ hoang 


mang, buồn bực và mất hết đòng suy ngHĩ. | 

Một ông thầy hay một tác giả thông mình phải có ý thức về hai điểm đó. Tất 
nhiên, cần phải viết và nói đúng, nhưng như thế chưa đủ. Một sự suY luận trình bày 
đúng trong sách hay trên bảng vẫn có thể khó biểu và chẳng có bổ ích gì, nếu 
không nêu được mục đích của các giai đoạn nối tiếp, nếu như người đọc và người 
nghe không thể hiểu tác giả làm cách nào để có được sự chứng minh như Vậy, nếu 
như sự trình bày không gợi cho anh ta tự tìm được một chứng minh tương tự. 

Những câu hỏi và lời khuyên trong bảng của chúng tôi có thể giúp tác giả và 
thầy giáo nhấn mạnh mục đích và lí do sự lập luận. Về mặt này, một câu hồi rất có 
ích là : Anh đã dàng hết mọi dữ kiện hay chụa ? Ta có thể tìm thấy trong câu hỏi 
này cái lí do để xét tới một đữ kiện chưa dùng đến. : | 

Người đọc và người nghe cũng có thể dùng những câu hỏi đó để hiểu được tại 
sao tác giả hay thây giáo lại đặc biệt xét tới một yếu tố này khá ; anh ta có thể 
cảm thấy rằng nếu đặt được câu hỏi này thì có thể ầm thấy các bước đó trong 
chứng minh. 


Người giới toán thông thợo . 


„ Thường đặt.ra những câu hỏi tương tự như trong bảng của chúng tôi, có thể là 
anh ta tự mình đi tới những câu hỏi loại 'đó cũng có thể là nghe được một câu hỏi 
như vậy của một người nào đó và anh ta đã tự mình khám phá ra là phải dùng nó 
như thế nào để giải các bài toán. l _- 


101 









Có thể là chính anh ta cũng không có n nhắc đi 
lại câu hỏi ấy. Có thể anh ta đặc b Mão đó ; .anR ta biết 
rằng câu hỏi đó là một phần nhỏ củả sự lập luận đúng trong một. giai đoạn nhất 
định và anh ta biết rằng cách để cập vấn để của mình là đúng đắn vì đã đề xuất 
được câu hỏi đúng. _ šX.. 4 - 

Đối với một người giải toán thông thạo, những câu hỏi và lời khuyên trong 
bảng của chúng tôi cũng rất có ích. Anh ta có thể hiểu kĩ những sự giải thích và 
những ví dụ minh hoa, có thể đoán được cách sử dụng đúng những câu hỏi đó. 
Nhưng anh ta chỉ có thể hiểu một cách đầy đủ một khi đã tìm thấy được trong 
công việc của mình cái phương phấp mà câu hỏi cố gợi ra cho anh ta. Và tự mình 
thử dùng cách đặt câu hỏi để thấy được lợi ích của nó, anh ta sẽ học được cách ấp 
dụng đúng câu hỏi đó. | | 

Người giải toán thông thạo phải luôn sẵn sàng đặt ra tất cả những câu hỏi của 
bảng, nhưng không nên đặt ra một câu hỏi nào chưa cần thiết. 

Thực vậy, anh ta chỉ quyết định dùng khi trường hợp đang xét giống với một 
trường hợp mà anh ta đã ấp dụng cũng câu hỏi này một cách có kết quả. 


Trước hết, anh ta phải cố gắng hiểu bài toán một cách rõ ràng và đầy đủ tới 


mức có thể ; nhưng như vậy chưa đủ. Anh ta cần tập trung mọi chú ý vào bài toán, 
tha thiết mong muốn giải được nó. 


Tiếu anh ta không có mong muốn thực sự giải bài toán, tốt hơn là nên thôi đi. 
-Bí quyết của thắng lợi chân chính, không có gì bí ẩn cả, chỉ là sự đốc toàn tâm 
toàn ý vào việc giải bài toán đặt ra. 


Nhỏ †oún học tương loi 


Phải nhanh trí trong khi giải các bài toán, nhưng như vậy chưa đủ. Còn cần 
phải biết giải các bài toán quan trọng khi cần thiết. Vì vậy, trước hết cần phải phát 
hiện xem mình có khiếu đối với những loại bài toán nào. 

_ Phần việc quan trọng đối với anh ta là xem lại cách giải đã tìm ra. Bằng cách 
phân tích quá trình Công việc của mình và cách giải trọn vẹn, anh ta có thể tìm 


Đây trở ngại và cái gì cuối cùng đã giúp anh ta. Có thể là anh ta chú ý tới những ý 
tựC giác, có ¿hể thấy được kết quả ngay từ phút đâu không ? Anh ta có thể ấp 
dụng nhiều phương pháp khác nhau : có thể đi tới kết quả một cách khác. không ? 
Có thể là anh ta cố hiểu bài toán của mình một cách sâu sắc hơn bằng cách so sánh 
với các bài toán đã giải trước đây. 
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Anh ta có thể thử đề ra những bài toán mới có thể giải được dựa trên cơ SỞ 
công việc vừa hoàn thành : kết quả của bài toán hay phương pháp giải của nó có 
thể dùng cho một bài toán khác không ? Lĩnh hội một cách đầy đủ bài toán vừa, 
giải xong, anh ta đã thu được những kiến thức rất có hệ thống trong đầu, sẵn sàng 
đề đem ứng dụng. Nhà toán học tương lai cũng như mọi người tự học bằng cách 
thực hành và bắt chước. | _ 

Anh ta phải tìm một điển hình để bắt chước, quan sất ông thây vẫn cổ vũ 
mình, đọ sức với các bạn có khả năng. Sau đó và có lẽ là điều quan trọng nhất, anh 
ta sẽ đọc không phải chỉ những sách giáo khoa thông thường mà còn đọc các tác 
giả tên tuổi cho tới khi tìm được một quyển sách thích hợp, tự nhiên thấy cần bắt 
chước. Anh ta vui thích và sẽ tầm cái gì đối với anh ta là đơn giản, bổ ích hay là 
đẹp. Anh ta cần giải những bài toán, chọn những bài hợp với khả năng của mình, 
suy nghĩ về cách giải của chúng và đề ra những bài toán mới. Bằng con đường đó 
và những cách khác, anh ta phải khám phá ra điêu quan trọng đầu tiên là phải biết 
được mình thích cái gì, không thích cái gì, biết được sở trường và những thích thú 
riêng của mình. 


Những côu tục ngữ sống suốt 


Việc giải các bài toán là một phần không thể tách ra được khỏi hoạt động của 
con người. Thật vậy, phần lớn sự suy nghĩ của chúng ta đều có liên quan đến việc 
giải các bài toán. Khi ta không mơ mộng hoặc nghĩ vấn vơ thì bao giờ ý nghĩ của 
ta cũng hướng về một mục đích nhất định ; chúng ta tìm các phương tiện để đạt 
mục đích đó, để giải một bài toán. : 

Có người thành công nhiều, có người thành công Ít trong việc giải các bài toán 
đặt ra cho họ. Chúng ta nhận thấy sự khác nhau đó, chúng ta đã tranh cãi, bình 
luận và hình như có một số câu tục ngữ còn ghi lại bản chất của những điều nhận 
xét đó. Dù sao thì cũng có nhiều tục ngữ đã nêu bật được quá trình suy luận để 
giải một bài toán, những điều nhận xét thuộc lương trì bình thường, những "thủ 
thuật" và những điều sai lâm điển hình. Trong các câu tục ngữ đó ta nhận thấy 
nhiều nhận xét sâu sắc, nhiều khí tinh vi, nhưng không được trình bày một cách có 
hệ thống, khoa học, do đó nhiều khi tối nghĩa và chứa đựng mâu thuẫn. Nhiều câu 
tục ngữ có thể đối lập với một câu tục ngữ dẫn tới nhiều cách giải thích. Thật là 
buồn: cười nếu nghĩ rằng các tục ngữ là một nguồn chân lí vạn năng, nhưng nếu 
không nhận thấy rằng các tục ngữ mô tả được các phương pháp nghiên cứu một 
cách cụ thể trực quan thì đó cũng 1à một điều thiếu sót lớn. 

Nếu thu thập được các tục ngữ có liên quan đến việc phác hoạ một để án 
(chương trình), tìm các phương tiện, chọn cách tốt nhất, tóm lại tất cả những tục 
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ngữ nói về cách giải một bài toán thì thiết nøƑ 
chúng tôi không có điều kiện để làm 
câu để minh hoạ cho các 81lai đoạn chính của 4 ( 
trong bảng, mà chúng tôi đã nhiều lần nhắc đi nhắc Tại, llb 
14. Những tục ngữ dẫn ra được in bằng chữ nghiêng. 

1. Điều cần thiết trước tiên là phải hiểu bài toán. 

Hiểu sai thì trả lời sai. Ta phải thấy rõ mục đích. 

Trước khi bắt đầu, phải nghĩ đên kết guả cuối cùng. 

Đó là một lời khuyên ; người La Tỉnh nói là : "Tespince finem". Rủi thay, lời 
khuyên đó không phải bao giờ cũng được để ý đến và nhiều khi chúng ta suy nghĩ, 
nói năng, thậm chí hành động lung tung, bậy bạ mà không hiểu rõ là kết quả sẽ đi 
đến đâu. 

Phải suy nghĩ trước khi làm, uốn lưỡi bẩy lần trước khi nói. 

Nhưng chỉ hiểu bài toán cũng chưa đủ, mà còn phải có ý chí giải quyết nó. 
Nếu ta không có một ý chí sắt đá đó thì chắc chấn là ta không thể làm được việc 
đó ; nhưng nếu ta có ý chí đó thì nhất định có triển vọng. Có ehƒ thì nên. 

2. Xây dựng một đề án (chương trình, dàn bài), phác hoạ đại thể công việc 
mình sẽ làm, đó là điều cốt yếu để đạt được mục đích. 

Thiên tài là một sự kiên nhẫn. Có công mài sắt, có ngày nên kim. Kiến tha lâu 

đây tổ. ' 

Nếu ta không thành công thì phải thử một phương pháp khác tuỳ cơ ứng biến, 
thua keo này ta bày keo khác. Thuận gió bỏ buồm. Làm hết sức mình.. 


Ngay từ đầu phải chuẩn bị tư tưởng là có thể thất bại và phải có sẵn sàng một | 


phương pháp khác để dự trù. | 

3. Phải thực hiện để án đúng lúc, tức là lúc nó đã chín muồi, không sớm quá. 
Người ta nói : cẩn thận là mẹ để của thành công. Nhưng mặt khác, cũng không nên 
quá đè đặt. Sơ nguy hiểm thì đờng đi bế, một câu tục ngữ phương tây đã nói thế, 


PÖppuýt (Pappus) 


Một nhà-toán học Hi Lập nổi tiếng, có lẽ sống vào khoảng 300 năm trước. 


Công nguyên. Trong quyển 7 của nãm Tập toán" của ông, ông đã bàn đến một đề 
tài mà ông gọi là 'dv<2UóHevÉ", ta có thể dịch là "nghệ thuật giải các bài toán". 
Phần dưới đây là cải biên một cách tự do của nguyên bản. 
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"Nghệ thuật giải toán” nói một cách vắn tất là người fa tậP hợp các nguyên lí 


-_ dùng cho những người nào sau khi đã học xong tập "mỠ đầu", muốn tiến công vào các 


để mục nghiên cứu toán học. Nó là công trình của ba người : ƠcH, tác giả tập. 
"Nguyên lí", Apôlôniut và Aristốt. Nó dạy về các phương pháp phân tích và tổng hợp. 

"Trong phép phân tích, xuất phát từ điều người ta hỏi, ta xem nó như đã được 
công nhận, rồi rút-r4 các hệ quả, rồi hệ quả của các hệ quả đó, đến khi nào đạt 
được một điểm mà ta có thể dùng làm xuất phất điểm cho một phép tổng hợp. VÌ 
rằng phép phân tích ta thừa nhận rằng điều mà người ta đồi hỏi phải làm là đã làm 
xong, điều mà tìm là đã m được, điều phải chứng mình là đúng. Ta tìm xem 
muốn đạt được kết quả mong muốn thì phải đi từ kết quả nào trước đó, rồi muốn 
đạt được kết quả này thì phải đi từ kết quả nào trước nữa, ...; cho đến cuối cùng, fa 
tìm được một điều đã biết, hay đã được công nhập là đúng. Ta gọi quá trình đó là 
phép phân tích, bay lí{luận giật lùi. | 

"Trong phép tổng hợp thì trái lại ta đảo ngược quá trình và xuất phát từ điểm 
đạt được cuối cùng trong phép phân tích, từ yếu tố đã biết hay đã được công nhận 
là đúng. Từ đó rút ra điểu mà trong phép phân tích đã đi trước nó và cứ tiếp tục 
như thế cho đến khi đạt được kết quả đồi hỏi. Ta gọi quá trình đó 1ä phép tổng hợp 
hay lí luận ởi tới. | 

“6 hai loại phân tích, thứ nhất, phân tích các bài toán phải chứng minh, trong 
đó mục đích là thiết lập các định 1í ; thứ nhì là phân tích các bài toán về tìm tÒ1, 
trong đó mục đích là tìm ấn". 5 

"Trong một bài toán chứng minh fa phải xác nhận hoặc phủ nhận một định lí 
A đã phát biểu rõ ràng. Ta chưa biết là Á đúng hay SaI ; nhưng từ A ta rút Ta một 
định lí B khác, rồi từ B rút ra C, ... cho đến khi ta rơi vào một định 1í cuối cùng 
đã biết. Nếu L là đúng thì Á cũng đúng với điều kiện là mọi kết quả trên Kia đếu có 
thể đảo ngược được. Từ L ta chứng minh K (trong phép phân tích đã đi trước L) rồi 
cứ từng bước một, cuối cùng ta chứng minh BtừC, rồi A từ 8. Ngược lại, nếu L là 
sai thì A cũng sai nốt”. 

"Trong một bài toán về tìm tòi, ta phải tìm một ẩn số x thoả mãn một điều kiện 
đã phát biểu rõ ràng. Ta chưa biết điều kiện đó có được thoả mãn hay không, 
nhưng cứ công nhận là có một ẩn số x thoả mãn điều kiện đó, rồi rút ra một ẩn sỐ y 
khác phải thoả mãn một điểu kiện tương ứng, X0n8 rồi ta liên hệ y với một ẩn số 
khác nữa, cho đến cuối cùng †â đị đến một ấn số z mà ta có thể xác định được giá 


trị bằng một phương pháp đặc biệt. Nếu quả thật có một giá trị z thoả mãn điều 


kiện đã đặt ra thì có một ẩn số x thoả mãn điều kiện ban đầu, với giả thiết là mọi 
điều suy diễn nói trên đều đảo ngược được". 
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bản và bản cải biên. 
1. Trong bản cải biên, chúng tôi dùng một số danh từ chính xác hơn, có đưa 
Vào các kí hiệu A,B,....7„ *, },..... z không có trong nguyên bản. 
2. Trong bản cải biên, chúng tôi nói đến các "bài toán toán học", còn nguyên 
bản thì chỉ nói các "bài toán hình học", Điều đó, nêu lên rõ rằng các phương pháp 


3. Vĩ cụ về đại số. Tìm biến SỐ x trong phương trình : 
8(4°+4 5) — 542*+ #0) 16115) 


Đây là một bài toán "tìm ẩn số" không phải đễ đối với người mới học, mà quả 


_ thật nó đồi hỏi một khả năng vận dụng thành thạo phương pháp phân tích để có thể 
đi tới đích bằng cách dùng nhiều lần phép rút gọn. 

Ngoài ra, nó còn đòi hỏi phải biết rõ một số các lớp phương trình đơn giản và 
phải có một ý nghĩ đúng hướng, một sự may mắn và sáng kiến thì mới nhận thấy 
rằng 4” = (2x) và 4 ” = (2x) ” và do đó có thể nên đưa vào một ẩn số mới. 

V.” 


Mà quả thật, phép thế này rất lợi và phương trình tìm được theo y: 


§(y2 tể aoff lyo 101 =0 
y l | 


tÓ ra đơn giản hơn phương trình ban đầu. Nhưng chưa phải là hết : nếu ta đi xa hơn 
nữa và có ý nghĩ đưa vào một biến số mới : 


Ĩ 
S SẠP g 
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8z2 — 54z + 85 =0 

Phép phân tích chấm dứt ở đây, với giả thiết là đương Sự biết giải các phương 
trình bậc hai. | 

Phép tổng hợp là gì ? Đó là việc thực hiện từng bước các phép tính mà nhờ 
phép phân tích ta cố thể tiên đoán là có thể đưa đến kết quả. : 

Đương sự không cần có thêm những sáng kiến mới để kết thúc bài toán mà chỉ 
cần kiên nhẫn và chú ý để tính tất cả các ẩn số. Trình tự tính toán là ngược lại với 
trình tự sáng tạo, ta tìm đầu tiên z (z= 2/2; 1714), tồi y (y = 2, 112,4, 114) rỗi cuối 
cùng x, biến số ban đầu (x = 1, -1, 2, -2). Phép tổng hợp nhấc lại từng bước phép 
phân tích và cũng dễ thấy trong ví dụ này tại sao phải làm như VậY: 


4. Ví dụ "Phi toán học”. Một người cổ sơ muốn vượt qua một con suối, nhưng 
không qua được như thường ngày vì đêm qua có nước lũ. Vượt qua suối đã trở 
thành đầu đề của một bài toán. "Vượt qua suối”, đó là ẩn x của bài toán. Người đó 
có thể nhớ lại là đã có lần vượt quá suối trên một thân cây đổ, anh ta tìm xung 
quanh thử xem có cây đổ nào không và cây đổ đó trở thành ẩn mới y, cây đổ 
không ầm được, nhưng bên cạnh suối có một khu rừng và anh ta muốn đấẩn một 
cây. Có cách gì đẩn một cây để cho nó đổ ngang qua suối ? Đó là một tia sắng 
trong ý nghĩ đưa đến một ẩn mới : cần phải tác dụng vào cây đổ như thế nào để nó 
đồ đúng ngang qua suối ? 

Nếu ta thừa nhận cách nói của Páppuýt thì ta phải gọi chuỗi ý nghĩ trên đây : 
thuộc về phép phân tích. Nếu người cổ sơ thực hiện phép phân tích có kết quả thì 
anh ta có thể sáng chế ra một chiếc cầu hay một cái rìu. Còn phép tổng hợp thì sẽ 
thế nào ? Đó là chuyển biến ý nghĩ thành hành động mà hành động cuối cùng là đi 
qua suối nhờ cây đồ. | : 

Cùng những yếu tố như nhau tạo thành phép phân tích và phép tổng hợp : 
trong trường hợp đầu là trí óc của con người làm việc, trong trường hợp sau là các 
bắp thịt ; phép phân tích gồm những ý nghĩ, phép tổng hợp gồm những hành động. 
Tuy nhiên, giữa chúng còn có sự phân biệt khác, đó là trình tự bị đảo lộn. 

Vượt qua suối, đó là ý nghĩ chủ đạo từ đó phát xuất sự phân tích và cũng là 
hành động cuối cùng kết thúc phép tổng hợp. 

5. Bản cải tiến gợi cho thấy có phần nào rõ ràng hơn nguyên bản về sự liên hệ 
tự nhiên giữa phép phân tích và phép tổng hợp. Phép phân tích đi đâu một cách tự 
nhiên, phép tống hợp theo sau › phân tích là sắng tụo, là xây dựng kế hoạch, còn 
tổng hợp là thựt hiện kế hoạch đó. 
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6. Bản cải tiến không những ø 
của nguyên bản : "ta thừa nhận rầ 
điều mà ta phải tìm là đã tìm được, điều PRảt:chữn 
ngược đời, thừa nhận rằng bài toán phải giải là đã 
điều kì quặc hay sao ? Lại thêm tối nghĩa nữa. Phải hiểu nhự thế nào ? Tuy nhiên, 
nếu fa nghiên cứu kĩ lưỡng và tìm cách vận dụng kinh nghiệm bản thân trong việc 
giải toán thì ý nghĩa của vấn đề có thể sẩng tỏ được, . 





nhấn: mạnh một số câu lí thú 





= 





Trước hết, ta xét một "bài toán về tìm tòi". Gọi ẩn là x và các dữ kiện là ø, Ð, c. 
Thừa nhận bài toán như đã giải rồi, tức là thừa nhận có một x nào đó thoả mãn 
điểu kiện của bài toán ; nói cách khác giữa x và a, b, c cô một bệ thức do giả thiết 
của bài toán quy định, Điều thừa nhận đấy chỉ là tạm thời (và kể ra thì cũng vô 
hại) và chỉ dùng để mở đầu phép phân tích mà thôi. Vì rằng nếu số x nói trên 
không có và nếu phép phân tích không đưa ta đến một cái gì cả thì cuối cùng nhất 
thiết nó sẽ đưa ta đến một bài toán không có lời giải : do đó, suy ra rằng bài toán 
ban đầu cũng không có lời giải. Như vậy là điêu giả thiết của chúng ta là có ích 
lợi. Để khảo sát điều kiện của bài toán, ta phải quan niệm rõ hoặc hình dung bằng 
hình học những tương quar quy định bởi giả thiết x và ø, b, c. Làm thế nào để 
quan niệm được điều đó nếu không giả thiết là x tồn tại thực sự ? Cuối cùng, giả 
thiết cũng rất tự nhiên. Người cổ sơ mà các ý nghĩ và hành động đã được bàn đến 
trên kia (điểm 4) đã tưởng tượng mình vượt qua suối trên một cây đổ ; trước khi có 
thể thực hiện được điều đó, anh ta đã xem bài toán như "đã giải được". | 

Mục đích của một "bài toán chứng minh" là chứng minh một định lí A nào đó, 
Ý kiến "thừa nhận A là đúng rôi" chỉ là để cho phép rút ra những hệ quả từ định lí 
đó, mặc dù định lí này chưa được chứng minh. Nếu vì một lối suy nghĩ hay triết lí 
riêng của mình mà không chịu làm điều đó thì sẽ không bao giờ bắt đầu được một 
phép phân tích nào. 

So sánh với mục “hừnờỳ vế”, điểm 2. | 

7. Trong bản cải tiến, ta nhắc lại hai lần câu "với điều kiện là tất cả các điều 
suy diễn đều đảo ngược được". Đó là một điểm mới thêm vào : nguyên bản không 
nói gì đến điều đó và vì thế gần đây đã bị chỉ trích (Xem mục "bài toán phụ", điểm 
6 về khái niệm "phép rút gọn thuận nghịch"). _ | "¬ 

_8. Trong bản cải tiến, Phép phân tích các bài toán chứng minh” được giải 
thích với những danh từ khác hẳn trong nguyên bản, nhưng nội dung thì không có 
gì thay đổi, vả lại, chúng tôi cũng không hề ngụ ý làm điều đó. Còn về phếp phân 
tích "các bài toán Đm tồi" thì trong bản cải tiến nó được giải thích cụ thể hơn là 
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Hải làm là đã làm xong, 
;ÐH1nh là đúng”. Nghe ra có vẻ j 
giải xong, đó chẳng phải là một - 





.6o 


te 


$% 


trong nguyên bản ; ở đây rõ ràng là tắc giả muốn mô tả một phương pháp tổng 
quất hơn, xây dựng một chuỗi bài toán phụ tương đương, như chúng tôi đã giải 
thích trong mục "bài toán phụ", điểm 7. 

9, Trong rất nhiều sách hình học sơ cấp, người ta có nêu lên một số nhận xét 
về phép phân tích, phép tổng hợp và về việc "giả sử bài toán đã giải xong”. lập 
quán đó, không nghi ngờ gì nữa đã có từ thời Páppuýt, tuy rằng không có một sách 
nào xác nhận rõ ràng điều đó. Vấn đề này cũng khá quan trọng để có thể để cập 
đến ngay cả trong các giáo trình sơ cấp nhưng nhiều khi bị giải thích sai lầm. 

Một điều lạ là người ta chỉ đả động đến nó trong các sách hình học, điều đó 
chứng tỏ rnột sự kém hiểu biết chung về phương pháp này (xem trên đây). 

- Nếu những điều bình luận trên đây có thể góp phần nâng cao được sự biểu biết 
đó thì như vậy cũng giải thích được tại sao chúng tôi đã dành nhiều thì giờ để phát 
triển các ý kiến trên. 

Trong mục "Lí luận giật lùi”, độc giả sẽ tìm thấy một ví dụ, một quan điểm 
khác và những nhận xét thêm về vấn đề này. 


Phản chứng vờ chứng minh giún tiếp 


Đó là hai phương pháp khác nhau nhưng thuộc cùng loại. Muốn chứng minh 
bằng phản chứng một mệnh đề nào đó, thì ta tìm cách rút từ mệnh đề đó một điều 
rõ ràng là vô lí. Đó là một phương pháp toán học tương tự như lối trào phúng, giểu 
cợt trong văn chương. Nhà văn trào phúng có một quan điểm nào đó rồi cường 
điệu lên đến mức thành buồn cười. "¬ 

Trong cách chứng minh gián tiếp, người ta thiết lập sự đúng đấn của một 
mệnh đề nào đó bằng cách chứng minh rằng mệnh đề ngược lại là sai. Cũng tương 
tự như muốn cổ động cho một ứng cử viên, người ta tìm cách đả kích địch thủ của 
ứng cử viên đó. _ | 

Phản chứng và chứng minh gián tiếp là những phương pháp có thể giúp cho 
người nghiên cứu đạt được kết quả. Trái lại, nhiều nhà triết học và học sinh có ác 
cảm với phương pháp đó và điều đó cũng không có gì là lạ : những người trào 
phúng và nhà cổ động khéo léo không thể thoả mãn mọi người được. Ta hay minh 
hoạ bằng ví dụ công hiệu của hai phương pháp trên rồi sau đó ta sẽ bàn đến các ý 
kiến của những người đối lập. 

1. Chứng mình bằng phẩn chứng. Viết một dãy các số sao cho tổng của chúng 
bằng 100 và khi viết mỗi chữ số từ 0 đến 9 chỉ được, trùng có một lần thôi. | 
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Đâu là ẩm v 

Đâu là đữ kiện ? Số 100. | | _ 

Đâu là:điều kiện ? Có hai phân. Trước hết, muốn viết dãy số phải dùng các 
chữ số 0, 1,2, 3,4,5, 6, 7,8,9 và mỗi chữ số chỉ dùng một lần. Sau nữa, tổng các 
số đó phải bằng 100. 


Chỉ giữ lại một phần điều kiện, bỏ qua phần kia. Ta xét dãy số 19, 28; 37, 46, 


50. Môi chữ số chỉ xuất hiện có một lần. Nhưng dĩ nhiên, điều kiện sau không 
được thoả mãn, vì tổng các số đó là 180 chứ không phải 100. Nhưng ta có thể làm 
tốt hơn. "Thuạ keo này bày keo khác". | 
Chẳng hạn : 19 + 28 + 30 +7 + 6+5 +4= 90, 
Điều kiện đầu cũng lại được thoả mãn, điều kiện sau thì suýt được thoả mãn vì 
ta có 99. Ta cũng có thể thoả mãn dễ dàng điều kiện sau nếu bỏ qua điều kiện đầu : 
19+2ã8+31+7+6+5+4=100 


Ở đây, chữ số 1 xuất hiện hai lần, còn chữ số 0 thì lại không xuất hiện. "Thua 


keo này... ". 

Sau nhiều lần thử lại vô hiệu, ta có thể ngờ rằng không thể có được số 100 
bằng cách đó. Bài toán đặt ra bây giờ là : | 

Chẳng mình rằng không thể đông thời thoả mãn hai điều kiện đã nêu trên. 

Ngay những học sinh giỏi cũng có thể cho bài toán này khó quá. Tuy nhiên, 
nếu tiến hành đúng hướng thì lời giải cũng khá đơn giản. Muốn vậy chỉ việc xét 
thêm những trường hợp trong đó cả hai điều kiện đều äược thoả mãn, mặc đù ta đã 
có sự ngờ: vực trên kia. Ta hãy tưởng tượng một dãy số mà tổng bằng 100. Mối số 
trong dãy. gồm nhiều nhất là một chữ số có nghĩa hay hai chữ số có nghĩa. Có tất 
cả mười chữ số và các chữ số đó phải khác nhau: Nhưng tổng của mười chữ số chỉ 
là 45, vậy trong các chữ số đó phải có những chữ số có hai chữ số. Gọi tổng các 
chữ số đồ là t. Ta có ngay : .. 

| 10/ + (45 ~ ? = 100. 
Do đó : - = ï 
` _ 55 


9 
điều này mâu thuẫn với giả thiết. Như vậy, nếu xuất phát từ hai điều kiện trên thì 
ta đi đến mầu thuẫn. Điều mâu thuẫn này chỉ có thể giải thích là do giả thiết ban 
đầu đã sai lầm và cả hai điều kiện không thể đồng thời được thoả mãn. 
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yên thông thường. _ 
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Lí luận trên đây là điển hình của chứng minh bằng phản chứng. 

2. Chú thích : Ta trở lại lí luận trên và tìm cách hiểu các nét lớn của lí luận. 

Ta muốn chứng tô rằng không thể thoả mãn đồng thời những điều kiện nào đó. , 
Chỉ bằng cách khảo sát các điều kiện của giả thiết ta mới có thể tìm thấy yếu điểm 
của nó. Và ta phải xác định chỗ yếu điểm đó thì mới chứng minh được điều mong 
muốn. Như vậy, ta thấy rõ ràng phương pháp mà ta đã sử dụng vừa rồi có một tầm. 
quan trọng phổ biến : Phải xét trường hợp trong đó mọi điều kiện đều được thoả 
mãn, tuy rằng trường hợp đó có vẻ vô lí. 

Một bạn đọc có kinh nghiệm cố thể phát hiện thêm ở đây một điều nữa. Điểm 
mấu chốt trong phương pháp của chúng ta là thiết lập phương trình theo ¿. Nhưng 
ta cũng có thể đi đến phương trình đó mà không hề nghỉ ngờ gì về điều kiện đặt ra. 
Muốn thiết lập một phương trình, ta phải phát biểu theo ngôn ngữ toán học rằng . 
mọi điều kiện đều được thoả mãn, mặc dù chưa biết rố như vậy là có đáng sự thật 
hay không. 

Phương pháp dùng không phụ thuộc vào hi vọng của chúng ta. Ta hi vọng 
hoặc là tìm ra được ấn thoả mãn điều kiên của bài toán hoặc là chứng minh rằng 
không thể thoả mãn được các điều kiện đặt ra. _ 

Điều đó không quan trọng : Việc nghiên cứu trong cả hai trường hợp đều được 
thoả mãn và chỉ đến lúc kết thúc thì mới biết được hi vọng nào là đúng đắn. 

So sánh với mục "Hình vế” và mục “Páppuý£". Mọi phép phân tích kết thúc 
bằng sự phủ định định lí nêu ra, hoặc đi đến kết luận rằng "bài toán tìm ẩn" không 
có nghiệm, thực chất đều là phản chứng. 

3. Chứng mình gián tiếp. Các số nguyên t61a22;3:5, 7,11, 13,17, 19, 22 
31, 37, ..., mỗi số này không thể phân tích thành những thừa số bé hơn nó và lớn 
hơn 1 (điều kiện sau này loại số 1 ra vì có một bản chất khác nên số 1 không được 
xem là số nguyên tố). Các số nguyên tố là những số "đầu tiên” và mọi số nguyên 
(lớn hơn 1) đều có thể phân tích thành thừa số nguyên tố được. 

Chẳng hạn : 

630=2.3.3.5.7 

Có vô số nguyên tố hay không ? Khẳng định điều đó có lẽ cũng là một điều tự 
nhiên. Nếu dãy số nguyên tố là hữu hạn thì tất cả các số tự nhiên đều có thể phân 
tích thành một số hữu hạn phần tử "đầu tiên" và như vậy thì vũ trụ hoá ra "nghèo 
nàn" quá. Do đó, vấn đề đặt ra là chứng minh có vô số số nguyên tố. 

_ Bài toán này khác rất nhiều các bài toán sơ cấp mà ta thường 8P và thoạt 
nhìn, có thể tưởng là rất khó. Tuy nhiên, như ta vừa nói, hình như cũng khó lòng 
mà có được một số nguyên tố cuối cùng, chẳng hạn. Tại sao ? 
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ung, Khi đó ta có thể viết ra toàn bộ 
hiết này có vẻ vô lí ? Có 8ì sa ? 


Ta giả sử có một số nguyên tố Eï 
dãy số nguyên tố : 2, S5 VD, 
Có vì ta có thể lập ra số :  nn 
O=0.3.5.7.01.. PT PS _ 

Số Ở này lớn hơn P nên theo giả thiết không phải là số nguyên tố. Vậy Q phải 







chia hết cho một số nguyên tố. Nhưng tất cả các số nguyên tố mà ta có lại chính là 


các số 1, 2, 3, 5,.... P. Mà chia cho bất cứ SỐ nào trong các số này thì ta cũng có 
số dư là l ; vậy Q không chia hết cho số nào cả. Ta Sặp một điều sai lầm rõ ràng : 
Q phải hoặc là một số nguyên tố, hoặc phải chia hết cho một số nguyên tố. Xuất 
phất từ giả thiết có một số nguyên tố cuối cùng P, ta đi đến một điều vô lí. Giải 
thích thế nào ? Chính là vì giả thiết đầu tiên của fa sai : không có số nguyên tố P 
cuối cùng. Như vậy, ta đã chứng mình được là có vô số số nguyên tố. 

Cách chứng minh trên đây thuộc loại gián tiếp (đó cũng là một cách chứng 
mình nổi tiếng của chính Ơclit (xem Mệnh đề 20, quyển [X, tập Nguyên lí. 

Chúng ta đã chứng minh định lí bằng cách phủ định định lí ngược lại. Như 
vậy, chúng ta đã phối hợp:cách chứng minh gián tiếp và cách chứng minh bằng 
phản chứng. _ 

&. Phản đối. Các phương pháp mà ta vừa trình bày trên đây đã vấp phải nhiều 
sự phản đối đáng kể ; tất cả các ý kiến phản đốt đều là biến tướng của một ý kiến 


. cơ bản. Chúng tôi trình bày ở đây một dạng thường gặp của ý kiến phản đối đó. 


Tìm được một cách chứng minh đã là một thành công lớn của trí óc, nhưng 
hiểu nó tường tận còn đòi hỏi một sự cố gắng nào đó. Lẽ tự nhiên, do sự cố gắng 


- đó đưa đến một lợi ích thiết thực, nghĩa là muốn rằng những điều lưu lại trong trí 
nhớ của chúng ta là những cái đúng, chứ không phải những cái sai hay vô lí. 
Nhưng có lẽ cũng khó mà rút ra một điều đúng khi dùng cách phản chứng. 
Nội dung phương pháp này là xuất phát từ một giả thiết sai rồi rút ra những hệ quả 
lôgic nhưng cũng sai nốt, với một cái sai ngày càng hiển nhiên để cuối cùng đi đến 
một giả thiết hiển nhiên là sai. Để khỏi bận trí vì một loạt những điều sai lầm, thì 
Cuối cùng ta nên quên tất cả, quên càng nhanh càng tốt, mà điều đó không phải dễ 
Vì trong quá trình chứng minh ta đã phải nhớ tường tận từng chỉ tiết mới. : | 
Bây giờ, ta phát triển vắn tắt câu phản đối thông thường đối với cách chứng 
minh gián tiếp : "Khi chú ý nghe một cách chứng minh như vậy, ta phải luôn luôn 


tập trung tư tưởng vào một giả thiết sai mà sau đó ta phải quên ngay, chứ không 


phải vào một định lí đúng mà ta phải nhớ". 
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xỆ: 


Nghe 


(Sài 


tạ) 


* 


Để đánh giá đúng đắn điều phản đối đó, ta phải phân biệt hai cách sử dụng 


phương pháp phản chứng : hoặc như một công cụ nghiên cứu, hoặc như một công 


cụ trình bày ; đối với cách chứng minh gián tiếp, ta cũng cần phân biệt như vậy. 


Cũng phải công nhận rằng, phản chứng không phải là một phương pháp thật tốt _ 


để trình bày một cách giải, cách chứng minh đó có thể trở thành nặng nhọc cho người 
đọc hay người nghe. Mặc dù mọi lí luận đều đúng đắn, nhưng tất cả các tình hình nêu 
lên đều vô lí. Chỉ nói riêng cách diễn tả, nếu luôn luôn phải nhắc lại chỉ một điều, thì 
người nghe rất dễ chán ; những câu như theo giả thiết", "như ta đã giả sử từ đầu"... 
phải được nhắc đi nhắc lại luôn. Một mất fa phải quên các điều đã nêu ra, vì đó là vô lí, 
nhưng mặt khác ta phải nhớ các điều đó vì chúng là cơ sở của lí luận tiếp theo và điều 
mâu thuẫn bên trong đó cuối cùng có thể trở thành rất khó chịu. 

Nhưng dù sao thì ta cũng không thể không dùng đến cách phản chứng làm 
một công cụ nghiên cứu. Ngay trong các ví dụ trên, ta cũng đã thấy rằng với nó ta 
đã đạt được một kết quả mà tất cả các phương phấp khác đều bó tay. 

Tóm lại, đối với các nhà toán học có kinh nghiệm thì không có mâu thuẫn cơ 
bản giữa hai cách chứng minh. Kinh nghiệm cho biết rằng thông thường cũng dễ 


` biến một cách chứng minh gián tiếp thành chứng minh trực tiếp, hay trình bày một 


điều phân chứng dưới một dạng nhẹ nhàng hơn, trong đó cách phản chứng cố thể 
hoàn toàn biến mất. Nói một cách vắn tắt, nếu ta muốn khai thác các khả năng của 
mình đến mức tối đa, thì ta phải làm quen với cách phản chứng cũng như cách 
chứng minh gián tiếp. Tuy nhiên, một khi đã đạt kết quả bằng cách này hay cách 
khác, bao giờ ta cũng nên xét lại lời giải và tự hỏi : "Có cách nào khác để tìm kết 
quả này không ?”. 

Ta hãy xét một ví dụ : 

5. Trình bày phương pháp phản chứng một cách khác. Ta trở lại lí luận ở điểm l1. 
Phương pháp phân chứng xuất phất từ một tình hình mà cuối cùng phải chỉ ra là 
vô lí. Tuy nhiên, ta cứ lấy phần của lí luận độc lập đối với giả thiết sai ban đầu và ' 
có chứa những tiên để đúng. Trở lại bài toán trên kia, ta có thể nhận thấy một yếu 
tố quan trọng mà yếu tố này chắc chắn là đúng : nếu một dấy những số gồm một 
hay hai chữ số được viết thế nào để mỗi chữ số chỉ xuất hiện một lần thì tổng các 
số đó phải có dạng : 

10 + (45 — 0) = 9Œ + 5) 
Vạy tổng đó phải chia hết cho 9. Nhưng bài toán buộc tổng đó phải là 100. 
Điều đó có thể được không ? Không, vì 100 không chia hết cho 9. | 
Như vậy, cái phương pháp phản chứng đã dẫn ta đến lập luận vừa rồi, bây giờ 
đã biến mất hoàn toàn trong cách trình bày mới của chứng minh. 
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-„„ Nhân tiện, ta để ý rằng 
thấy ngay toàn bộ lí luận. - _. 
6. Biển đổi cách chứng mbäW gián: iếb: Ta từở lại lí luận:ở điểm 3. Ở đấy tá có 
thể thấy được một loạt những lập luận độc lập đối với:bất cứ giả thiết sai nào ; tuy 
nhiên, để được tốt hơn, ta sẽ khảo sát lại ý nghĩa của bản thân bài toán ban đầu. 


Khi ta khẳng định là có vô số nguyên tố thì điều đó có ý nghĩa gì ? Rõ rằng là : 


ố† tính chất chỉ đứng cho 9 để có thể nhìn j 






ị 


Ị 


dẫu dãy số nguyên tố kếo:đäi bao nhiêu chăng nữa, như 2, 3, 5, 7, 11,..., P, trong ' 


đó P là số nguyên tố cuối cùng của dãy thì vẫn còn một số tự nhiên khác. Như vậy, 
làm thế nào để chứng minh rằng dãy số nguyên tố đó không bao giờ kết thúc ? Rõ 
ràng, bằng cách tìm ra một số nguyên tố khác mọi số của dãy và bài toán "chứng 
minh" bây giờ được đưa về một bài toán "tìm ẩn" : "B/ế các số nguyên tố 2, 3, 5, 
.+‹ ®, từn một SỔ nguyên tố mới N khác tất cẳ các số nguyên tố đã cho". 

Phát biểu được bài toán ban đầu dưới dạng này, ta đã bước một bước quyết 
định. Và bây giờ ta cũng đễ thấy là phải làm thế nào để sử dụng các phần chủ yếu 
của lí luận trước để đạt được kết quả mới. Thật VẬY, SỐ : _ | 

@=(2x3x:5x7xI1l *...xf)+1: 
rõ ràng chia hết cho một số nguyên tố. Ta hãy lấy N là một số nguyên tố bất kì và 
là ước của @ (chẳng hạn ước bé nhất). Dĩ nhiên, nếu Ó là một số nguyên tố thì N =Ó. 
.Rõ ràng là nếu chia Q cho bất kì số nào trong các số 2, 3, 5,..., P, thì có số đư là 1. 
. Do đó, không có số nào trong dãy đó chia hết cho Q. Nhưng đó là điều ta vần 
chứng minh : X là một số nguyên tố, khác với mọi số nguyên tố thuộc dấy trên. 

Cách chứng minh trên cho ta một phương pháp rõ ràng để kéo dài vô hạn dãy 
Số nguyên tố. Phương pháp này không có gì là gián tiếp cả vì ở đây ta khổng cần 
xét đến những trường hợp không thể xảy ra. Nhưng thực ra, cách chứng minh này 
đồng nhất với cách chứng minh giấn tiếp trên kia. 


Phân biệt các phần của giỏ thiết 
Trước hết phải hiểu bài toán. Khi đã hiểu bài toán một cách bao quát, ta đi vào 


chi tiết và phân biệt những phần khác nhau, ẩn số, đữ kiện, giả thiết và nghiên cứu 
lần lượt các phần này. Làm xong điều đó thì các yếu tố nói trên trở nên rõ rằng 


trong ý nghĩ, nhưng ta chưa có một ý kiến nào bổ ích. Khi đó ta phải đi sâu hơn —- 


nữa vào từng chỉ tiết và khảo sát bản thân mỗi dữ kiện một. Tóm lại, khi đã hiểu 
giả thiết một cách tổng quát, ta phải phân biệt các phân của giả thiết và khảo sắt 
riêng rẽ mỗi phần đó. | : 
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de.: 


tr. 


vai 


x_—::—— 


Đến đây, ta thấy rõ tầm quan trọng của việc gợi ý, nhằm kích thích một động 
tác tỉnh thần để đưa đến một quan niệm rõ ràng về bài toán bằng cách đi sâu hơn. . 
nữa vào chỉ tiết. Xem mục : Phân tích vò fổ hợp lại bài toán. Na 


L. 


Phân biệt các phân khác nhau của giả thiết và cố gắng diễn tỉ chúng. Chúng _ 
ta thường có địp tự đặt câu hỏi đó khi ta đặt phương trình. "¬ 


Phôn chid vò tổ hợp lợi bởi toán 


Đó là hai động tác quan trọng của trí óc. 

Giả sử, bạn đang chú ý quan sát một đối tượng : một cái nhà mà bạn muốn 
thuê, một bức điện quan trọng nhưng lại tối nghĩa, một dụng cụ mà bạn muốn biết 
công dụng và cách sử dụng, hay một bài toán mà bạn muốn giải. Bạn xem đối 
tượng như một thể thống nhất, nhưng cảm giác đó có lẽ không được rõ rằng lắm. 
Một chỉ tiết nào đó đập vào mắt bạn làm bạn chú ý. Rồi bạn lại tập trung vào một 
chỉ tiết khác, rồi một chỉ tiết khác nữa. Rất nhiều các chi tiết hiện ra, tổ hợp lại với 
nhau và một lúc sau bạn cũng nhìn lại đối tượng như một thể thống nhất, nhưng 
bây giờ lại nhìn thấy nó một cách khác. Bạn đã phân chia cái toàn thể ra nhiều 
phần, rồi tổ hợp các phần đó lại thành một cái toàn thể ít nhiều có khác trước. 

1. Nếu đi vào chỉ tiết thì có thể bị ngập vào đấy. Những chỉ tiết quá nhiều hay 
quá nhỏ mọn làm cản trở ý nghĩ, không cho tập trung đẩy đủ vào điểm căn bản, 
thậm chí không cho nhìn thấy điểm căn bản. Đó là trường hợp của một người chỉ 
thấy cây mà không thấy rừng. 

Ta không nên mất thì giờ vào những chỉ tiết không cần thiết và phải để dành 
thời gian vào điều căn bản. Cái khó ở đây là chưa thể nói trước chỉ tiết nào là có 
ích và chỉ tiết nào là phù phiếm. 

Do đó, trước hết phải hiểu bài toán một cách tổng thể. Khi đã hiểu rõ thì ta dễ 
có điều kiện hơn để xét xem những điểm chỉ tiết nào là căn bản. Khi đã nghiên 
cứu các điểm này (có lẽ cũng chỉ là một số ft thì ta lại càng có điều kiện hơn để 


-xác định xem trong số những chi tiết còn lại, cái nào cần phải khảo sát chặt chẽ. 


Ta phải nghiên cứu thật sát và phân chia bài toán từng bước và chú ý không đi quá 
xa khi chưa cần thiết. | 
Lẽ đĩ nhiên ông thầy không thể đòi hỏi học sinh mình phải thông thạo về điểm 
này ; trái lại, có nhiều học sinh có thói quen khờ đại là đột kích ngay vào các chi 
tiết trước khi hiểu bài toán về toàn bộ. 
2. Bây giờ ta xét những bài toán về tìm tòi. Khi bài toán đã được hiểu trên toàn 
bộ, khi ta đã tìm được mục đích, ý chủ đạo thì phải đi vào chỉ tiết. Bắt đầu từ đâu ? 
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ảng cách khảo sát các yếu tố chính : 
ng ng câu hỏi : đâu là ẩn số, 






Trong hầu hết các trường hộp, nên: 
ẩn số, các dữ kiện, 
đâu là dữ kiện, điều kiện 








Đi sâu vào chi tiết hơn, ta phải. Tp g ? Thường thường ta nên xết bản thân mỗi 
dữ kiện, phân biệt cấc yếu tố khác nhấu của điều kiện: và khảo sát từng yếu + tố một. 


Đặc biệt, nếu bài toán khá khó khăn thì đôi khi cần thiết phải thực hiện xa hơn 
nữa việc phân chia và khảo sất các chỉ tiết nhỏ hơn nữa. Chẳng hạn, có thể cần 
thiết phải trở lại định nghĩa của một số danh từ, đưa vào và xét những yếu tố mới 
bao hàm trong định nghĩa. 


3. Sau khi đã phân chia bài toán, ta cố gắng tổ hợp lại một cách khác các yếu 
tố của nó. Chẳng hạn, ta có thể tìm cách tạo nên một bài toán mới, đễ hơn mà 
trong trường hợp cần thiết, ta có thể dùng như một bài toán phụ. 


Dĩ nhiên, ta có nhiều cách để tổ hợp lại một bài toán. Đặc biệt với các bài toán 
khó, ta có thể có những cách tổ hợp riêng biệt, độc đáo và ta có thể nhìn thấy khả 
nãng của người giải toán qua các tổ hợp độc đáo của họ. Tuy nhiên, cũng có một 
số tổ hợp điển hình, thông dụng, tương đối đơn giản và cũng đủ dùng trong trường 
hợp các bài toán ít phức tạp. Những cách tổ hợp đó ta cần biết rõ và trước hết nên 
tìm cách sử dụng chúng đã, nếu không được hãy nhờ đến những phương tiện ít 
hiển nhiên hơn. 


Sau đây, chúng tôi phân loại theo hình thức các cách tổ hợp thông dụng nhất. 
Muốn biến đổi bài toán đã cho thành một bài toán khác, ta có thể : 


1) Giữ nguyên ẩn và thay đổi các yếu khác (đữ kiện và giả thiết) ; 

Z) Giữ nguyên các đữ kiện và thay đổi các yếu tố khác (ẩn và giả thiết) ; 

3) Thay đổi cả ẩn lẫn các dữ.kiện. 

4) Ta sẽ khảo sát các trường hợp này. 

Các trường hợp 1) và 2) có phần nào dẫm lên nhau. Thật vậy, ta có thể giữ 
nguyên các ẩn, các dữ kiện và biến đổi được bài toán bằng cách chỉ thay đổi giả 


thiết. Chẳng hạn, hai bài toán sau đây, tuy rõ ràng là tương đương, nhưng thông 
phải là một. 


Dựng một tam giác đều cạnh, biết một cạnh. 
Dựng một tam giác đều ĐỐC, biết một cạnh. 
Một sự khác nhau theo kiểu trên giữa hai mệnh đề trong trường hợp hiện tại 


thì rất nhỏ, nhưng trong nhiều trường hợp khác thì có thể là căn bản. Các trường 
XU này về một phương diện nào đó cũng Tất quan trọng, nhưng vì thiếu chỗ nên 
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chúng tôi không nói đến ở đây. 5O sánh với mục các bài toán phụ, điểm 7, chú 


thích cuối cùng. 


4. Nhiều khi để biến đổi bài toán, ta nên giữ nguyên ẩn mà thay đổi các dữ ' 
kiện và giả thiết. Câu gợi ý "Hãy xét Kĩ cái chưa biết" khuyên ta nên so sánh các 
bài toán có chung một ẩn. Ta có thể thử nhớ lại một bài toán cùng loại đã giải rồi 
và thử nhìn lại một bài toán quen thuộc có củn§ ẩn hay có một ẩn tương tự. Nếu 
không tìm được một bài toán như vậy thì hãy cố gắng mà đặt ra : Có thể đặt ra 
những dữ kiện khác để từ đó xác định được ẩn hay không ? 

Một bài toán mới càng liên quan chặt chẽ với bài toán đã cho thì càng có 
nhiều khả năng giúp ích. Vì vậy, khi giữ nguyên ẩn, ta cố gắng giữ nguyên một số 
dữ kiện và một số yếu tố của giả thiết và chỉ thay đổi càng ít càng tốt — một vài đữ 
kiện và một số ít yếu tố của giả thiết. Một phương phấp hay là : không để ý đến 
một số điểm, nhưng cũng không thêm gì vào, giữ nguyên ẩn, chỉ giữ một phần của 
giỉ thiết, bỏ qua phẩn còn lại nhưng không đưa thêm điểu kiện hay dữ kiện mới. 
Ở các điểm 7 và 8, ta sẽ gặp những ví dụ và lời bàn về vấn đề này. 

5. Trong lúc giữ nguyên các dữ kiện ta có thể thử đưa vào một ẩn mới, có ích 
và đễ tìm được hơn, ẩn này phải tìm được từ các dữ kiện ban đầu. Khi ta đặt câu 
hội : "rừ các dữ kiện có thể rút ra một yếu tố có ích hay không ?” thì chính là ta 
nghĩ đến một ẩn thuộc loại nói trên. 

Ta để ý rằng, ở đây có hai điểu kiện quan trọng : trước hết, ẩn mới phải dễ tìm 
hơn ẩn cũ, thứ nhì nó phải có ích, nghĩa là nố có thể giúp cho việc tìm ẩn của bài 
toán ban đầu. Nó cũng như hòn đá người ta đặt giữa suối. Hồn đá đó gần ta hơn là 
bờ bên kia và nếu đặt chân lên đó được thì ta có thể bước sang bờ bên kia. 

Như vậy, ẩn mới phải đễ tìm và có ích ; nhưng trong thực tế nhiều khi ta 
không nên khắt khe như vậy mà có khi phải cố gắng tìm thử tất cả những gì có thể 
có ích, có khi cũng nên thử tìm một ẩn có liên hệ mật thiết với ẩn cũ dù rằng lúc 
đâu nó không có vẻ gì là dễ tìm lắm. 


Chẳng bạn, nếu ta phải tìm đường chéo của một hình hộp (như ở điểm 8) ta có 
thể lấy ẩn mới là đường chéo của một mặt. Nguyên nhân của cách chọn đó là, 
hoặc ta biết rằng nếu fìm được đường chéo của một mặt thì có thể m được đường 
chéo của hình hộp (như ở điểm 10) ; hoặc ta nghĩ rằng có thể tìm dễ đàng đường 
chéo của một mặt và ta ngờ rằng nó có thể giúp ta tìm đường chéo của cố thể (so 
sánh với mục : "Anh có dùng hết mọi dữ kiện cho trước chưa 2”. 

Nếu bài toán của ta là dựng một vòng tròn thì điều phải tìm là tâm và bán kính ; 
ta có thể nói một bài toán như vậy gồm hai phần. Có khi phần này lại đễ tìm hơn 
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phần kia. Vì vậy, trong mỗi: ễ giải một phẩn 


‹ 


Ñ 2 ˆ _ 3 `: 2 : h l0 NGÔ : 
bài toán hay không ?”.Khi:đãt'câu Hơi v1 1HaGSL ơn : có nên chỉ xét .. 
riêng tâm điểm — hay bán kính — và chọn cái này hay cái kia làm ẩn mới ? Một 


câu hỏi như vậy nhiều khi rất bổ ích. Trong các bài toán phức tạp hơn hay trong 
toán học cao cấp, điều quyết định là biết phân biệt và giải riêng một phần của bài 
toán, dễ hơn phần còn lại, nhưng lại là phần căn bản. ` 

6, Khi thuy đổi củ ẩn và cả dữ kiện, thì ta càng đi xa ra khỏi con đường ban 
đầu, điều đó đĩ nhiên ta có thể cho là không nên ; mà quả thật, ta cảm thấy là làm 
như vậy thì có thể quên mất bài toán ban đầu. Tuy vậy, ta có thể bắt buộc phải làm 
như vậy vì các phép biến đổi thông thường khác không đưa đến một ẩn dễ tìm hay 
có ích. Thậm chí ta có thể đi rất xa khỏi bài toán ban đầu nếu có đầy đủ lí do là bài 
toán mới sẽ đưa đến kết quả. 

Tu có thể thay đổi ẩn hay các dữ kiện, hay cả hai nếu cần thiết để cho ổn mới 
và các dữ kiện mới gân nhau hơn không ? 

Một phương pháp hay để biến đổi vừa ẩn vừa các dữ kiện là : thay ẩn bằng 
một trong các dữ kiện và ngược lại (xem mục : Có thể sử dụng kết quả tìm được 
không ? điểm 3). ˆ= 

7. Ví dụ : Dựng một tam giác, biết.một cạnh ø, chiều cao j thẳng góc với z và 
góc œ đối với cạnh a. 

Đâu là ẩn ? Một tam giác. 

Đâu là dữ kiện ? Hai chiều đài ø, h và một Â 
góc œ. 

Nếu ta có ít nhiều kinh nghiệm về toán dựng 
hình thì ta thử đưa loại bài toán này về việc dựng 
một điểm. Ta vạch một đoạn 8C bằng cạnh ¿ đã 
cho ; khi đó chỉ còn phải xác định đỉnh A của tarh 
giác, đối diện với z (hình 23). 





Hình 23 


Thực tế, ta có một bài toán mới. 
Đâu là ẩn ? Điểm A. 


Đâu là dữ kiện ? Một chiều dài h, một góc œ và hai điểm B và € có vị trí 


cho trước. 
Đâu là giả thiết ? Khoảng cách từ điểm A đến đường thẳng 8C phải bằng z và 
BAC = œ. _ 


+ 
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Như vậy là ta đã biến đổi bài toán bằng cách thay đổi cả ẩn và dữ kiện : Ấn 
mới là một điểm, ẩn cũ là một tam giác. Một số dữ kiện trong hai trường hợp vẫn 
giữ nguyên, chiều đài h và góc œ, nhưng trong bài toán ban đầu ta có một chiều .. 
dài ¿„ còn bây giờ thì có hai điểm B và Œ. | 

Bài toán mới không khó. Câu gợi ý sau đây đưa ta đến sát lời g1ả!. 

Phân biệt các phần khác nhau của giả thiết. Giả thiết gồm hai phần, một phần 
thuộc về chiều dài h, phần kia về góc œ. Đỉnh chưa biết phải :. | 

1) Nầm cách đường thẳng BC một khoảng h ; 

2) Là đỉnh của một góc bằng œ và có các cạnh qua Ö và C. 

Nếu ta chỉ giữ một phần của giả thiết và bỏ qua phần sau, thì điểm phải tìm 
chưa được hoàn toàn xác định. Quả vậy, có rất nhiều điểm có thể thoả mãn phần 
đầu của giả thiết, cụ thể là các điểm nằm trên đường thẳng song song với BC và 
cách nó một khoảng là h. Đường thẳng song song đó là quỹ tích các điểm thoả 
mãn điều kiện đầu của giả thiết. Ta lại biết rằng, quỹ tích các điểm thoả mân điều 
kiện sau là cung vòng tròn qua và C. Khi đã xác định được hai quỹ tích đó thì 
giao điểm của chúng là điểm phải tìm. 

Quá trình trên đây có phần nào bổ ích. Muốn giải các bài toán về dựng hình, ta 
thường dùng cách lí luận đó : đưa bài toán về việc dựng một điểm và dựng điểm đó 
như là giao điểm của hai quỹ tích. 

Nhưng trong quá trình trên.có một giai đoạn có ý nghĩa tổng quát : muốn giải 
tất cả các "bài toán về tìm tồi” ta có thể áp dụng phương pháp : Chỉ giế mộí phần 
giả thiết, bở qua phần kia. Lầm như Vậy ta "giảm nhẹ" điều kiện của bài toán, ta 


hạn chế ẩn ít hơn. Khi đó ẩn được xác định trong chừng mực nào và có thể thay 


đổi như thế nào ? Đặt câu hỏi đó thực chất có nghĩa là đặt một bài toán mới. Nếu 
ẩn là một điểm trong mặt phẳng (như trong ví dụ trên) thì cách giải bài toán mới 
này là xác định quỹ tích của điểm đó. Nếu ẩn thuộc một loại đối tượng toán học 
khác (chẳng hạn là một hình vuông ở mục 18), thì ta phải biết mô tả đúng đắn, biết 
đặc trưng một cách chính xác một nhóm đối tượng. Ngay cả khi nếu ẩn không phải 
là một đối tượng toán học (như trong ví dụ sau đây — điểm 8) thì cũng nên nghiên 
cứu, đặc trưng, mô tả hay liệt kê ra danh sách các đối tượng có thể thoả mãn một 
phần các điều kiện của ần. : 

§. Ví dụ : Trong một bài toán về đố chữ, người ta hỏi từ gì gồm có năm chữ và 
chỉ một bộ phận máy có thể quay theo hai chiều ? 


Đáu là ẩn ? Một từ. 
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Đâu là giả thiết ? (phải thoa mã ếu:k Tiừt 


một bộ phận của máy. Nó có tểi là một từ chuyên mộng l@t:dã đủ để xác - 


định ẩn hay chua ? Chưa. Hay nói đúng hơn, có thể là đủ, nhưng chỉ riêng phần rõ ' 


ràng của giả thiết”? thì chắc chắn là chưa đủ. Rất nhiễu từ có thể thoả mãn điều - 


kiện đó : êcơru, bielơ... 


Giả thiết được phát biểu một cách mơ hồ (với dụng ý, tất nhiên). Nếu trong - 


một máy không có một bộ phận nào có thể hoạt động "theo hai chiều" thì ta có thể 


nghĩ rằng người ta muốn nói "dọc theo hai chiều”. Giải thích điều bí ẩn như thế kể ' 


cũng hay và ta hãy đi sâu vào cách giải thích đó. 

Hay phân biệt các phần khác nhau của giả thiết. Giả thiết gồm hai phần, một 
phần về ý nghĩa của từ, một phần về chính tả của từ. Từ phải tìm là : 

1) Một từ ngắn chỉ một bộ phận máy. 

2) Một từ năm chữ mà nếu đọc ngược lại thì cũng lại chỉ một.bộ phận mấy. 

Nếu ta chỉ giữ lụi một phân của giủ thiết và bổ qua phần kía, thì ẩn không 
được xác định hoàn toàn. Rất nhiều từ thoả mãn điều kiện ban đầu, ta có một loại 
“quỹ tích". Ta có thể "mô tả" quỹ tích đó, "theo đối" nó cho đến "giao điểm" với 
'quỹ tích" của điều kiện thứ hai. Ý nghĩ tự nhiên là bám vào điều kiện đầu, nhớ lại 
các từ có đúng nghĩa đòi hỏi và Xét từng từ một xem nó có thể đọc theo hai chiều 
.hay không. Có thể ta phải thử nhiều từ trước khi tìn được từ đúng êcơru, bielơ,.... 


f “ ~* 3) 
y KOIOF `, đúng rồi” 


cách tổ hợp một số yếu tố của bài toán cũ, Nếu ta làm xuất hiện không phải một 
mà là hai hay nhiều bài toán mới thì các khả năng của chúng ta lại tăng thêm ; ta 
nên ghi lại mà không cẩn phải phân loại. _ điện ái cu (gi 2 


9. Ở điểm 3 ta đã phân loại các khả năng để có được một bài toán mới bằng 


Cũng có thể có những khả năng khác nữa. Đặc biệt lời giải một bài toán “tìm . 
ấn" có thể phụ thuộc vào việc giải một bài toán "chứng minh", Chúng tôi chỉ nêu: 


lên khả năng đó thôi, chứ không nói gì thêm nữa vì không có chỗ trong tài liệu 
nhỏ này. 


10. Về các "bài toán chứng minh", chúng tôi chỉ nêu thêm một vài chú thích vẫn. 
tất, kể ra cũng tương tự như các điều bình luận trên về các bài toán "tìm ẩn" (2 đến 9), - 





(1) Để cho thích hợp, Chúng tôi có sửa đổi một vài chỉ tiết nhẻ (N.D) 
(2) “phần rõ ràng" của giả thiết là : “trong một máy" và "năm chữ"(N.D) 


(3) Chữ "“rotor" dịch ru tiếng Việt là "phần quay”, hay rôtô. Tuy nhiên, để câu đố có ý nghĩa, 


chúng tôi viết nguyên văn tiếng Anh. 
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Một khi đã hiểu bài toán này về đại thể, nói chung ta phải xét các phần chính đó 
là giả thiết và kết luận của định lí. Ta phải hiểu thật rõ ràng các điêu : "Đâu là giả 
thiết ? Đâu là kết luận ?". Nếu phải xết các điểm chỉ tiết hơn thì ta phải phân biệt 
những yếu tố khác nhau của giả thiết và xết bản thân mỗi yếu tố đó. Sau đó, ta có - 
thể khảo sát các chỉ tiết khác và như vậy xúc tiến từng bước việc phân chia bài toán. 

Sau khi đã phân chia bài toán, ta hãy thử tổ hợp lại một cách khác, chẳng hạn 
làm thế nào để tạo ra một định lí mới. Có thể xảy ra ba trường hợp. 

1) Ta có thể giữ kết luận và thay đổi giả thiết. Trước hết; ta thử nhớ lại một 
định lí cùng loại : "Hãy khảo sát kết luận và thử tìm một định lí quen thuộc có 
cùng kết luận hay có kết luận tương tự”. Nếu không nhớ được thì ta có thể thử đặt 
ra một định lí như Vậy : có thể từm được một giả thiết khác, từ đó rút ra được kết 
luận trên ? Ta có thể thay đổi giả thiết bằng cách bỏ qua một yếu tố của nó ; chỉ 
giữ một phần giả thiết, bỏ qua phần kia ; kết luận côn có giá trị hay không ? 

2) Giữ giả thiết và thay đổi kết luận. Từ giả thiết có thể rút ra được một điều gì 
có ích ? 

3) Thay đổi cả giả thiết lẫn kết luận. Nếu chỉ thay đổi một cái mà không có 
kết quả thì càng nên thử thay đổi cả hai : có thể hay không thể thay đổi giả thiết 
hay kết luận, hay cả hai nếu cân thiết để đưa giả thiết mới và kết luận mới lại gắn 
nhau hơn không ? 


Ở đây, chúng tôi không đặt vấn đề phân loại các trường hợp có thể có được khi 
chúng ta đưa vào các bài toán mới hay khi chúng ta liên hệ một bài toán chứng 
mỉnh với một bài toán "m ẩn" thích hợp. 


Quyết tôm, hi vọng, thành công 


Đừng tưởng rằng giải một bài toán chỉ là một công việc hoàn toàn của trí óc ; 
ở đây, sự quyết tâm đóng một vài trò quan trọñ§. Nếu không có nhiệt tình thì chỉ 
có thể giảng trong lớp học một cách buồn tẻ. Nhưng muốn giải quyết một vấn đề 
khoa học đúng đắn, cẩn có nghị lực để lao động lâu dài, gian khổ để vượt qua 
những thất vọng chua cay. 

1. Sự quyết tâm cũng phụ thuộc vào chỗ ta hi vọng hay thất vọng. Khi ta nghĩ 
là đã gần đạt được mục đích thì ta dễ kiên nhẫn hơn, nhưng nếu gặp một khó khãn 
mà ta chưa nhìn thấy hướng giải quyết thì thật là gay 80. Ta rất vui mừng khi thấy 
những dự kiến của ta là đúng, ta dễ chấn nắn khi con đường mà ta đang đi một 
cách tin tưởng thình lình bị chặn ngang - ta dao động. 

"Không cần phải hi vọng mới khởi công, không cần phải thành công mới kiên 
nhãn". Đó là nghị lực sắt đá, đó là vinh dự và nhiệm vụ của con người biết phụng 
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sự một lí tưởng cao quý. Tuy nhiện, đối với người làm khoa l¿ -thì không hẳn:như 
thế, mà phải cần có một hi vọng đào đó thì mới khởi công: { chút thầ 
nào đó thì mới tiếp tục. Trong cổng tác khoa học, cần có một sự cân nhắc giữa SỰ ` 
£] ọ đó mà chưa tỏ ra có bổ ˆ 





lộ 
^ 





DI 
- sự 


kiên nhẫn và triển vọng của vấn để. Nếu 





;bàit 


¿ Qó. À2 





ích thì ta chưa nên để cập đến vội ; nếu nó có nhiều hứa hẹn lớn lao thì ta hiến ` 


dâng tất cả tâm sức. Khi ta đã tự đặt cho mình một mục tiêu phấn đấu thì ta đừng 
rời bỏ mục tiêu đó, nhưng đồng thời cũng không nên làm rắc rối Vấn đề khi không _- 
cần thiết. Ta không coi thường những kết quả nhỏ, trái lại : »ế; bạn chưa giải được 
bài toán đặt ra thì trước hé† tìm cách giải một bài toán có liên guan. 

2. Khi một học sinh phạm một sai lầm nghiêm trọng và khi anh ta tỎ ra quá ư 
chậm chạp thì thường là đo cùng một nguyên nhân : anh ta không hề có ý muốn 
giải quyết bài toán, anh ta không muốn hiểu bài toán một cách đúng đắn và tất 
nhiên không hiểu được. Vì vậy, người thầy giáo muốn thực sự giúp đỡ học sinh thì 
trước hết phải khêu gợi trí tò mò, lòng hiếu học của học sinh và phải truyền cho họ 
lòng ham muốn đạt được kết quả. Cũng phải cho học sinh một thời gian nào đó để 
suy nghĩ, sau thời gian đó có thể học sinh sẽ có được sự quyết tâm làm việc. 

Giải các bài toán là một trường học nghị lực, khi giải các bài toán khó, người 
học sinh tập kiên trì mặc dù thất bại, biết quý những bước tiến nhỏ, biết tìm đâu là 
ý chính, biết tập trung tất cả khả năng suy nghĩ. Nếu ở trường, người học sinh chưa 
có địp để làm quen với những cảm xúc khác nhau nảy sinh trong khi cố gắng BIải 
.bài toán thì như vậy là công việc giáo dục toán học đã thất bại về căn bản. 


Quy nợp và quy ngp toán học 


Quy nạp là một quá trình nhận thức những quy luật chung bằng cách quan sát 
và so sánh những trường hợp riềng. Nó được dùng trong các khoa học và cả toán 
học. Còn như quy nạp toán học thì chỉ dùng trong toán học để chứng minh một 
loại định lí nào đó. Thật không may ở chỗ hai tên gọi lại liên quan với nhau, vì 
rằng giữa hai phương pháp này hầu nhự không có một liên hệ lôgic nào. Tuy 
nhiên, cũng có một liên hệ thực tế vì người ta thường đồng thời dùng hai phương 
pháp đó. ' Sự 

Ta mình hoạ cả hai phương phấp đó bằng ví, dụ sau : z 

1. Một cách ngẫu nhiên, ta có thể nhận xét rằng vế trái của đẳng thức :: 
l+8§+27+64= 100 gồm những lập-phương cửa các số tự nhiên liên tiếp, còn vế: 
phải là một bình phương. Từ đó ta có thể viết đẳng thức dưới dạng sau : 


1+2?+3?+42~ 1œ? 
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Khi đó ta có thể tự hỏi là tổng những lập phương các số tự nhiên liên tiếp có 
luôn luôn là một bình phương không. . _ 

Đặt câu hỏi đó, ta giống như một nhà tự nhiên học sau khi đã nhận xết một: - 
loại cây hay một Sự cấu tạo địa chất đặc biệt, đã để ra vấn để tổng quát. Câu hỏi 
tổng quát của ta liên quan tới tổng các lập phương liên tiếp. 

3 


42143 +.v‡1 

Chúng ta nhờ trường hợp riêng n = 4 mà đi tới đó. 

Ta có thể làm gì để trả lời câu hỏi tổng quát đó ? Ta sẽ làm như nhà tự nhiên 
học, tức là m những trường hợp riêng khác. 

Nếu ¡ = 2 hay 3 thì lại càng đơn giản hơn. 

Nếu ø = 5, ta đi tới trường hợp sau : 

Để được liên tiếp và đầy đủ, ta thêm cả trường hợp n = Ì. 

1=I=l 

I+8=9=3/ 

I+8+271=36 = 6 

1+8+27+64= 100= 10” 

1484327+64 + 125=225 = l5” 

Sự kiện các tổng khác nhau của các lập phương liên tiếp là những bình phương 
không thể cho là ngẫu nhiên được. Trong trường hợp tương tự như vậy, nhà tự nhiên 
học không còn nghỉ ngờ 8ì về tính đúng đắn của quy luật tổng quát suy ra được từ 
những trường hợp riêng mà mình đã quan sát. Quy luật tổng quát đó hầu như đã 
được chứng minh bằng cách thận trọng hơn, mặc dầu trong thâm tâm cũng nghĩ như 
vậy. Nhà toán bọc chỉ có thể nói là phép quy .nạp đã gợi cho ta định lí sau : 

“Tổng của n lập phương đầu tiên là một bình phương". 

2. Ta đã đi đến giả thiết về sự tồn tại một quy luật đáng chú ý và hơi bí ấn. 

Tại sao tổng của các lập phương liên tiếp lại là những bình phương ? 

Trong trường hợp này, nhà tự nhiên học sẽ làm thế nào ? Ông ta sẽ tiếp tục 
nghiên cứu giả thuyết của mình và có thể đi theo nhiều hướng khác nhau. Chẳng 
hạn lại tìm tòi và tích luỹ thêm những thực nghiệm mới. Nếu ta muốn làm như vậy 
thì phải xét tới những trường hợp sau đó trong n = 6, 7, -- Nhà tự nhiên học có thể 
xét lại những sự kiện đã dẫn tới chỗ phát biểu giả thuyết của mình ; ông ta so sánh 
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chúng với nhau một cách.thận trọn. 
Sự tương tự mới. Đó là con đường Ì BI TẺ an 2, 


TC ret È ta) 





Ta xét lại những trường hợp trong đó n = 1, 2, 3,.4, 5, mà ta, đã sắp xếp thành 
một bảng. b, & : -Ä s ˆ 

Tại sao tất cả các tổng đó đều là những bình phương ? Ta có thể nói gì về 
những bình phương ? Căn bậc hai của chúng theo thứ tự bằng 1, 3, 6, 10, 15. Ta có 
thể nói gì về những căn bậc hai đó ? Trong mọi trường hợp, chúng hình như tăng 
theo một quy luật nào đó. Chúng tăng như thế nào ? 


SN CỰA =.a< 3, I0—6=4, 122221 


Những hiệu đó tăng theo một quy luật đáng chú ý. Ta nhận thấy một quy luật 
của dãy số 1, 3, 6, 10, 15. 


Ni 
3=l+2 
6=Il+2+3 


I0=1+2+3+~4 
Il5=1+2+3+4+s5 
_ Nếu sự đều đặn đó là tổng quát (khó mà chối điều đó) thì định lí mà chứng ta 
._ còn hoài nghi, bây g1ờ có một dạng chính xác hơn. 
— Vớin=l,2, 3... tạ có: 

{$2 t5 Huyện sdtv34354. x0, 


3. Chính nhờ quy nạp mà ta đã có được quy luật phát biểu trên. Thực ra thì cả 
quá trình lí luận, dù chỉ mới một chiều và chưa hoàn chỉnh nhưng hợp 1í đã cho tà 
hình dung được phương pháp đó (quy nạp). Phép quy nạp cố gắng phát hiện ra các 
quy luật và các liên hệ ẩn giấu đẳng sau các hiện tượng quan sát được bề ngoài. 

Và sự liên hệ, các phương tiện quen thuộc nhất của nó là sự tổng quát hoá, sự 
cá biệt hoá và sự tương tự. Thực hiện sự tổng quát hoá nhằm hiểu thêm các sự kiện 
quan sát được ; nó dựa trên cơ sở của sự tương tự và được nghiệm lại bằng các 


trường hợp riêng mới, chúng tôi không nói tới những điểu nhận xết thêm về 


phương pháp quy nạp trong đó các nhà triết học còn nhiều điểm chưa thống nhất. 


với nhau. Nhưng cần nói thêm là rất nhiều kết quả toán học thoạt tiên có được 
bằng quy nạp, rồi sau đó mới được chứng minh. Toán học đem trình bày chặt chế 


là một khoa học suy diễn, có hệ thống, nhưng toán học trong lúc hình thành là một 


khoa học thực nghiệm, quy nạp. 
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ột tính quy luật sâu sắc hơn, một 


1 
‡ 
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lÍ 


t6) 


tt 


xã 


"~ 


4. Trong toán học cũng như trong các khoa học tự nhiên, ta có thể dùng quan 
sát và quy nạp để khám phá ra những quy luật tổng quát, nhưng giữa chúng có sự 
khác nhau. Trong các khoa học tự nhiên, thực ra không có 8ì cao hơn sự quan sất 
và quy nạp ; còn như trong toán học còn có chứng minh chặt chẽ. l 


Sau khi đã dành ít nhiều thời gian cho công việc thực nghiệm thuần tuý thì nên 
thay đổi cách nhìn vấn đề. Ta sẽ lí luận chặt chẽ. Giả sử ta khám phá ra một kết 
quả lí thú, nhưng lí luận dẫn ta tới đó chỉ mới là phần nào hợp lí thực nghiệm; tạm 


_` thời, có tính chất giúp ta tìm ra kết quả. Ta hãy thử cố xác nhận kết quả đó một 


cách khẳng định bằng một chứng minh chặt chẽ. 

Bây giờ, ta ổi tới một "bài toán chứng minh" : chứng minh rằng kết quả nêu ở 
trên là đúng (xem 2 ở trên). 

Có thể làm đơn giản bài toán được. Ta đã biết rằng : 
nín + Ì) 

2 

Trong mọi trường hợp, hệ thức đó đều dễ nghiệm lại. Xét một hình chữ nhật 
có các cạnh bằng : và ø + 7, chia nó lầm hai phần bằng một đường gấp khúc như ở 
hình 24a (ứng với trường hợp ¡+ = 3). 


rể] lajl 


Hình 24 


212 ru 


Mỗi nửa đều có "dạng các bậc thang" và có diện tích biểu diễn bởi công thức 
I1+2+...+n. 

Trường hợp n = 4, điện tích đó bằng I + 2 + 3 + 4 (xem hình 24b). Mặt khác, 
diện tích hình bậc thang là một nửa nó, điều đó chứng tỏ rằng công thức là đúng. 

Như vậy, ta có thể biến đổi kết quả tìm ra bằng quy nạp và biểu diễn nó như sau : 
n(n + »Ĩ 


q) 


Đ+22+39+4#+ trổ | 2 


5. Nếu ta không có một ý nào về cách chứng minh kết quả đó thì ít nhất ta 
cũng có thể thử lại nó. Ta thử cho trường hợp đầu tiên mà ta chưa biết, tức là VỚI 
n =6. Với giá trị này, công thức cho ta : 
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Thức lieð'% 'xong các > bếp nh) ta thấy rằng đẳng thức đúng vì cả hai vế đều ` 
bằng 441. Ta có thể tiếp tục thử nhiều nữa. Công thức có lẽ là tổng quát, tức là 
đúng với mọi giá trị của . Nhưng nó có còn đúng không khi ta đi từ một giá trị n ' 
bất kì tới giá trị tiếp theo là ø + I. 





: ị 


Áp dụng công thức ở trên, ta phải có : 


(m+1)ứ+ 2Ï s 


Ê+22+ sa” + (n+ DÌ=| ỗ 
- Bây giờ có một cách thử rất đơn giản. 
Chỉ cần trừ đăng thức này với đẳng thức (1) ở trên, ta có : 
2 
(n+ĐÐ(n+ 2 P = xÌ 


tiêng 
(n+]) =| 5 


~ 


Điều đó thử lại dễ đàng. Ta có thể viết vế thứ hai như sau : 
°.Áổ 2 
2] lø+2#=m|=|2=) ln°+4n+4—n° | 


() (4n+4)=(n+1)(n+1)=(n+ D} 








Như vậy, công thức ta tìm được bằng thực nghiệm đã được thử lại chặt chẽ. 
Ta hãy làm rõ ý nghĩa của phép thử đó. 

Ta chắc chắn là đã có : 

(n+1(n+2) | [n(n+1U) 
vế hX 
Nhưng ta còn chưa biết đẳng thức sau đây có đúng không ? 


11+21+32+42+. 380] ;~[ze+5Ï 


Nhưng øwế/ ta biết rằng nó đúng thì ta có thể suy ra bằng cách thêm vào đẳng ` 
thức đã thiết lập được ở trên, rằng đẳng thức sau đây cũng đúng : 


2 
I2+2°+..+nŠ+(n+ DỶ= _¬¬ 


n+ I'= [ 
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Đó chính là biểu thức (1), chỉ khác là (@ør + 1) thay thế cho n. Nhưng ta đã biết 
rằng điều giả định của fa đã đúng với n = Ì, 2, 3. %› 5 và 6. Theo trên giả định đó, 
đã đúng với n = 6, cũng phải đúng với 7: = 1 ; đã đúng với n1 = 7, nó cũng sẽ đúng 
với n = 8 và cứ như thế mà tiếp tục. - 

Công thức đúng với mọi giá trị của n, vậy nó là tổng quất. | 

6. Chứng minh trên-có thể xem là mẫu mực cho rất nhiều trường hợp tương tự. 
Vậy thì những nét cơ bản của nó là gì ? 

Điều khẳng định mà ta cần chứng minh phải được phát biểu rõ ràng, 
chính xác trước. 

Nó phụ thuộc một số tự nhiên 0!. 


Điều khẳng định đó phải được "xác định" đến mức khiến ta có thể thử được là 


nó còn đúng không khi đi từ một số tự nhiên 7! Sang số tự nhiên tiếp theo 7! + lã 

Nếu ta đã thử được có kết quả điều đó, thì ta có thể đùng kinh nghiệm có được 
trong quá trình thử để đi đến kết luận rằng điều khẳng định phải đúng với 0! + 1, 
nếu như nó đã đúng với n. Có được điều đó rồi, ta chỉ cần biết rằng điều khẳng 
định đúng với trường hợp n = 1; khi đó nó $ẽ đúng với n = 2; rồi với n = 3 và cứ 
thế tiếp tục. Bằng cách đi từ một số nguyên bất kì tới một SỐ 
đã chứng minh tính chất tổng quất của điều khẳng định. 


nguyên liền sau nó, ta 


Phương pháp chứng minh này rất hay dùng và xứng đáng có một tên gọi. Ta 
có thể gợi nó là phép "chứng mỉnh từ n tới ñ + 1" hay đơn giản hơn là phép 
"chuyển tới một số nguyên tiếp sau". Đáng tiếc là do một Sự ngẫu nhiên, phương 
pháp này mang cái tên không tiện lợi là “quy nậpP toán học”. Điều khẳng định mà 
ta vừa chứng minh trên đây có thể có một nguồn gốc nào đó nhưng đứng về 
phương diện lôgic thì nguồn gốc đó chẳng quan trọng lắm. Thế mà, trong nhiều 
trường hợp như trường hợp ta vừa xét một cách chỉ tiết ở trên thì nguồn gốc lại là 
quy nạp. Ta đã đi tới nó bằng con đường thực nghiệm. Thành thử, chứng minh có 
vẻ như là một bổ sung toán học cho quy nẠP: Điều đó giải thích tên gọi của 
phương pháp. 

7. Bây giờ ta qua một điểm khác, khá tính tế, nhưng cần thiết cho những ai 
muốn tự mình khám phá ra những chứng minh. Trong phần trïnh bày ở trên, bằng 
quan sát và quy nậẠp; chúng ta đã tìm ra liên tiếp hai điều khẳng định trong đó thì 
điều thứ hai xét trong điểm 2 chính xác hơn điều thứ nhất xét fron§ điểm 1. Bằng 
cách nghiên cứu chính xác hơn điều thứ hai, ta đã tìm ra một phương phấp thử tính 
quy luật của VIỆC chuyển từ n tới 0 + 1 và như vậy, bằng phương pháp quy nạp 
"toán học", ta đã có thể tìm được chứng minh của định lí. 
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__ Nếu ta xuất phát từ điều khẳng định thứ nhất và chưa có được những sự chính xác 
do điều khẳng định thứ hai đem lại thì vị tất, ta đã có thể tìm thấy chứng minh đó. 


Thực vậy, điểu khẳng định thứ nhất ít chính xác hơn, ít,"xác định". hơn, khó 


nấm được hơn, khó chứng minh và khó thử nghiệm lại hơn điều khẳng định thứ hai, 


Kết luận này có vẻ nghịch lí về một phương diện nào đó. Thực vậy, điều khẳng 
định thứ hai mạnh hơn ; nó trực tiếp kéo theo điều khẳng định thứ nhất trong khi đó 
từ điều thứ nhất, ít nhiều có mơ hồ, khó mà rút ra điều thứ hai rõ hơn nó. " 


Đó là "nghịch lí của người phất minh". 


Người ta có kể một giai thoại về Newton, khi cồn là một sinh viên trẻ, theo thời 
bấy giờ, ông bắt đầu nghiên cứu hình học bằng việc đọc bộ “Nguyên lí" của Ơclit. 
Ông đọc các định lí thấy chúng là đúng và bỏ qua những chứng minh. Ông tự hôi, 
tại sao người ta lại mất công đi chứng minh những chân Ií hiển nhiên như vậy. 

Nhưng nhiều năm Sau, ông thay đổi ý kiến và rất tần thành Ơclit. 

Dù là cũ hay không, giai thoại đó cũng dẫn tới câu hỏi : tại sao ta cần phải học 

-hay trình bày những chứng minh ? Trong ba cách : không chứng minh 8ì cả, chứng 
minh tất cả và chứng minh một phần thì đằng nào tốt hơn ? Và nếu chứng minh 
một phần thì là phần nào ? | | | 

1. Những chứng mình đây đủ. Đối với một số nhà lôgic thì chỉ có những chứng 
minh đầy đủ: Những chứng minh nhự vậy không được có một thiếu sót nào, sơ:hở 
nào, một sự nghỉ ngờ nào và nếu không được như thế thì không còn là một chứng 
minh nữa. Trong đời sống: hàng ngày, trong luật học, A— 
trọng vật lí có tồn tại những chứng minh hoàn toàn 
đúng theo định nghĩa đó không ? Trong thực tế thì 
không có. 

Thành thử, khó ínà hiểu, được tại sao lại có thể có 


ý nghĩ về sự tồn tại của những chứng minh đầy đủ _ B. C 


như vậy. Có thể nói, hơi quá một chút, ý nghĩ đó là do 
Ở một người và ở một cuốn sách : Ơclit và bộ Hình 25 - 
“Nguyên lí" của Ông. 
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Trong mọi trường hợp, ngay bây 8 giờ, việc nghiên cứu những cơ sở của hình, 


học phẳng đều cho ta điều kiện tốt để có được khái niệm về chứng minh đầy đủ. 


Ta hãy lấy chứng minh của định lí: "Ty ong một tam giác : tổng các sóc bằng 
18099“ làm ví dụ. Hình 25 rất quen thuộc - VỚI đa. số chúng ta, không đời hỏi 
những sự giải thích đặc biệt. : 


Từ A, ta vẽ một đường song KôfE VỚI BC. Các góc Di và C theo thứ tự bằng các 
góc ngoài tạo thành tại đỉnh A, vì các góc so le trong bằng nhau. Như vậy, ba góc 
của tam giác bằng ba góc có đỉnh chung tại A và làm thành một góc bẹt, bằng hai 
góc vuông. Định lí đã được chứng minh. 

Nếu một học sinh học xong chương trình toán mà không thực sự hiểu những 
chứng minh loại này, thì người thầy thật đáng trách. Thực vậy, ta cần phải phân 
loại mọi thứ theo những mức độ quan trọng khác nhau. 

Nếu người ta không dạy cho học sinh một khái niệm riêng này hay một khái 
niệm riêng khác của hình học, thì điều đó không quan trọng lắm vì sau này cũng ít 
khi dùng tới nó. Nhưng nếu bỏ qua không dạy những chứng minh hình học, thì 
người học sinh sẽ không biết tới những ví dụ hay nhất, đơn giản nhất của phép 
chứng minh chính xác và mất một dịp tốt nhất trong đời để làm quen với khái 
niệm "]í luận chặt chế”, không có khái niệm đó, người học sinh luôn luôn không 
có tiêu chuẩn để đánh giá những "chứng minh” mà cuộc sống hiện đại đưa lại cho 
anh ta. 

— Nói tóm Tại, nếu nhà trường nhằm trao cho học sinh khái niệm về lập luận trực 
giác và phép suy luận lôgic thì nhất thiết phải dành một phần cho những chứng 
minh hình học. 

3. Hệ lôgtc. Hình học, như đã được trình bày trong bộ "Nguyên lí TH của Ơclit 
không đơn thuần là một tập hợp những sự kiện, mà là một hệ lôgïc. Những tiên đề, 
định nghĩa và định lí, trong đó không phải được sắp xếp một cách ngẫu nhiên mà 
là theo một thứ tự không thể chê vào đâu được. Mỗi một định lí đều được đặt ở chỗ 
sao cho nó được suy từ những tiên đề, những định nghĩa và những định lí đứng 
trước nó. Có thể coi cách sắp xếp đó là một thành công chủ yếu của Ơclit và hệ 
lôgic đó là ưu điểm căn bản của bộ "Nguyên lí". Hình học Ởclit không phải chỉ là 
một hệ lôgic, nó chính là một mẫu mực điển hình đầu tiên và lớn nhất của loại hệ 
thống này, mà các nhà khoa học khác đã và sẽ còn cố noi theo. Còn như đối với 


(1) Trong mệnh đề 32, quyển 1 của bộ nguyên lí của Ơclit chứng minh sau đây không phải 
của Ơclit ; người Hi Lạp biết từ trước. 
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các khoa. học : 
lôgic chặt chế ai ệc 
làm quen ít nhiều với hệ ch 'THỜI 





Một hệ hình học được xây đững trên .. Giufn# minh. Mỗi định lrđêu liên Ì 


kết với những tiên đề, định lí và định nghĩa đứng trước nó bằng một chứng minh. 


-Nếu không hiểu được những chứng minh đó thì cũng không thể hiểu được bản chất 


. cốt :yếu nhất của hệ. | 

Tóm lại, rếu nhà trường muốn trao cho học sinh khái niệm về hệ lôgic thì phải 
dành một phần cho những chứng minh hình học. 

3. Hệ thuật nhớ. Tác giả không cho rằng những khái niệm về lập luận trực 


quan, về chứng mình chất chẽ, về hệ lôgic là thừa và không cần thiết đối với bất kì 
người nào. 


Tuy nhiên có những trường hợp, vì không có thời gian hay vì một lí do nào 
khác, việc nghiên cứu những khái niệm đó không được xem là quan trọng tuyệt 


đối, nhưng ngay trong những trường hợp đó cũng nên nghiên cứu các chứng minh. 


Các chứng minh bảo đảm cho sự vững vàng của kiến thức, khiến hệ lôgic làm 
thành một khối thống nhất và giúp ta nhớ được các yếu tố muôn mầu muôn vẻ của 
khối thống nhất đó. Lấy ví dụ đã trình ở bày trên (hình 25). Hình vẽ cho ta thấy rõ 
Tàng là. tổng các góc trong một tam giác bằng 1800, bằng cách liên hệ sự kiện đó 
. với sự kiện là các góc so le trong bằng nhau. 

Mà những sự kiện liên hệ với nhau thì bổ ích hơn và dễ nhớ hơn những sự kiện 
Tiêng. biệt. "Thành thử hình vẽ khắc sâu vào trong trí ta hai định lí hình học liên 
quan với nhau và cuối cùng cả hình vẽ và định lí trở thành của riêng không thể 
tách rời được khỏi ý thức chúng ta. Bây giờ ta xét trường hợp không cần thiết phải 
thu nhận: được những khái niệm chung mà chỉ cần nắm được một số kiến thức nhất 
định. Ngay. trong trường hợp này, những kiến thức cũng cần phải được truyền thụ 
theo một hệ thống nào đó vì rằng những chi tiết riêng biệt rất dễ quên, khó mà nhớ 
được. Mọi liên hệ đơn giản, tự nhiên và liên kết được chặt chẽ các kiến thức đều 
đáng hoạnn ghênh. 


Một hệ-như vậy không cần phải dựa trên cơ sở j5ye mà chỉ cần giúp trí, nhớ 
một cách: có hiệu: quả. Như người ta gọi, nó phải là một hệ thuật nhớ. Cần. mói 
thêm là ngay trong một hệ thuật nhớ thuần tuý, những chứng minh đều có lợi, nhất 
là nếu chúng đơn giản. Chẳng hạn, học sinh phải học định lí về tổng các góc trong 
một tam giác và định lí về các góc so le trong. Có thể có cách nào khác đơn giản 
_ hơn, tự nhiên hơn và có hiệu quả hơn như ở hình 25 không ? 
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Tóm lại, ngay cả khi không gán cho những khái niệm 1lôgic tổng quát một ý 

nghĩa quan trọng đặc biệt, các chứng mình vẫn có ích vì đó là thuật nhớ. 

` A. Hệ của "sách dạy nấu ăn”. Chúng tôi đã trình bày những cái lợi của các 
chứng mình, nhưng cũng không hề có ý nghĩ là mọi chứng minh đều phải thực 
hiện đầy đủ. 

Ngược lại, có những trường hợp vị tất đã như vậY: Chẳng hạn, VIỆC dạy phép 
tính vi phân và phép tính tích phân cho các sinh viên kĩ thuật. Một sự trình bày 
chặt chế theo yêu cầu hiện đại về phép tính vi phân đồi hỏi những chứng minh khó 
và tỉnh tế. Nhưng các kĩ sư học nó cốt để áp dụnã. Họ không có đủ thời gian, 
không có chuẩn bị trước, không có hứng thú vượt quả những chứng minh đài và 
đánh giá những cái tỉnh vị tron8 đó. Do đó mà người ta có khuynh hướng tước bỏ 
tất cả những chứng mính ; nhưng làm như vậy chúng ta đã đưa phép tính vị phân 
về trình độ của những thực đơn cho nhà bếp. 


"Sách dạy nấu ăn” trình bày một cách chỉ tiết vẻ thành phần của các món ăn 
và cách thực nấu nướng mà không hề nói tới cơ sở lí luận hay thực nghiệm của 
những chỉ dẫn hay những phương pháp đó. Để biết món put-định ` như thế nào thì 
cần phải nếm nó. Sách dạy nấu än hoàn toàn đáp ứng được THúC đích của nó. Nó 
không cần dựa trên một hệ lôgic haY một hệ thuật nhớ nào vì rằng người ta viết 
các thực đơn rồi in ra chứ không ai nhớ thuộc lòng. Đối với tác giả của giáo trình 
phép tính vi phân hay một giáo Sử đại học thì hoàn toàn không phải thế, cả hai SẼ 
không đạt được MỤC đích của mình nếu như họ theo sắt với hệ thống của sách dạy 
nấu ăn. Nếu như dạy các phương pháp mà không có chứng minh, không cho biết 
những lí do thì không thể hiểu được. Nếu đưa Tả những quy tắc mà không giải 
thích thì những quy tắc này vì không có liên hệ với nhau, nên rất dễ quên. Toán 
học không thể thử nghiệm theo lối của món put-đ¡nh. Nếu loại ra tất cả mọi hình 
thức của suy luận thì một giáo trình phếp tính vi phân sẽ trở thành một bản kê khai 
rời rạc không có khả năng đem lại một kiến thức gì có thể lĩnh hội được. 

5. Những chứng mình không đây đủ. Cách tốt nhất để giải quyết tình trạng "tiến 
thoái lưỡng nan" giữa một chứng minh quá đài và lối "sách dạy nấu ăn" là dùng 
phép chứng mình không đầy đủ. Nói như vậy không phải là quá đáng. Đối với một 
nhà lôglc, một chứng minh không đây đủ không phải là một chứng minh. T ất nhiên, 
phải phân biệt một cách thận trọng Với những chứng mỉnh đầy đủ. Không phân biệt 
những chứng minh không đầy đủ và chứng minh đầy đủ với nhau đã là không tốt, 
mà dùng cái này thay cho cái kia lại càng không tốt. Thật khó chịu khi thấy tác giả 


(1) Món ăn của người Anh làm từ bột và hoa quả 
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một cuốn sách giáo khoa trình bày miệt chứn: mm 
mờ với một sự do dự TỐ TỆt. giữa cái xấu hồ Ý tiến 
chứng minh đó là đây đứ, Nhưng những chứng mỉnh KHồñ 
người ta dùng chúng một cách thích đáng, có mức độ, 








ị 
Ví dụ 7. Một phương trình đại số bậc n có đứng ¡ nghiệm. Gauxg gọi đồ là ' 
định lí cơ bản của đại số, là một định lí thường phải trình Đầy cho những học sinh ` 


không được hoặc ít được chuẩn bị để hiểu chứng minh của nó ; họ chỉ biết rằng 
một phương trình bậc nhất có một nghiệm. Một phương trình bậc hai có hai 
nghiệm. Tuy nhiên, trong định lí khó chứng minh này có một phần đễ chứng minh 


là : không một phương trình Dậc z nào có quá z nghiệm phân biệt. Những sự kiện 
kể trên có làm thành một chứng minh đẩy đủ của định lí cơ bản không ? Tuyệt 


không đẩy đủ mà ta có thể thừa nhận, được các nhà vật lí và kĩ sư rất ưa thích (xem 
thêm "quy nạp" và 4uy nạp toán học" các điểm 1, 2A cỀN 


Vai trò và lợi ích của những chứng minh không đầy đủ được giải thích một 


;đầy đủ, một cách mập 
\Ơ người đọc tưởng rằng | 
đầy đủ có thể có lợi khi : 
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nhất và chỉ ra đặc tính của những chỉ tiết còn lại. Những chứng minh như vậy, tuy 
chưa đầy đủ, nhưng có thể bổ ích hơn nhiều so với một chứng minh trình bày với 
các chỉ tiết cặn kẽ. 


Tóm lại, những chứng minh không đầy đủ có thể dùng làm một phương tiện 
của thuật nhớ, nhưng cố nhiên không thể thay thế cho những chứng minh đầy đủ, 
khi ta muốn trình bày đủ mạch lạc và khi không cần có thứ tự lôgic chặt chẽ. 


Bao che cho những chứng minh không đầy đủ thì rất nguy hiểm. Có mấy quy 
tắc sau đây để ngăn ngừa một sự lạm dụng rất có thể có. Trước hết, nếu là chứng 
minh không đây đủ thì phải nói rõ bằng một cách nào đó. Sau đó không một tác 
giả hay một thầy giáo nào được quyền trình bày một chứng minh không đầy đủ 
của một định lí, nếu như không biết rõ chứng minh đầy đủ của định lí đó. 

Sau hết, phải thú nhận rằng, trình bày thật hay một chứng minh không đầy đủ 
không phải là việc dễ. 


Thuột phút minh (Heurisiic) 


Danh từ này xưa kia chỉ một môn khoa học đã được định nghĩa một cách khá 
mập mờ ; món này khi thì được xem là một bộ phận của lôgic, khi thï xem là 
thuộc tâm lí học. Thường thì nó được trình bày trên các nét lớn và ít khi được trình 
bày một cách chỉ tiết. Ngày nay, nó hầu như bị quên lấng. Đối tượng của nó là 
nghiên cứu các quy tắc và các phương pháp của việc phát minh và sáng tạo. la có 
thể tìm thấy một số di tích của việc nghiên cứu này trong những tài liệu bình luận 
về Ơclit ; đặc biệt, có một đoạn của Páppuýt rất bổ ích. Nhưng quen thuộc nhất 
trong đó tác giả cố gắng xây dựng một "thuật phát minh" có hệ thống, là những 
sách của Đề-các và Lépnit, cả hai đều là những nhà toán học và triết học nổi tiếng. 
Bôndanô cũng có một tác phẩm. nói chỉ tiết về thuật phát minh, trong đó ông cố 
gắng làm sống lại môn học này dưới một dạng hiện đại (xem mục Thuật phát 
mình hiện đại). 


Thuột phớt minh hiện đợi 


Tìm hiểu phương pháp đã đưa đến lời giải của các bài toán, đặc biệt các thao 
tác điển hình mà trí óc dùng đến khi áp dụng phương pháp đó. Việc nghiên cứu 
đứng đắn về thuật phát minh phải chú trọng đến tình hình lôg1c, cũng như tâm lí. 
Tuy không coi thường các công trình của Páppuýt, Đề-các, Lépnit hay Bônđanô, 
nhưng nó phải chú trọng đến kinh nghiệm khách quan. Một kinh nghiệm đúc kết 
từ việc giải toán và từ các phương pháp mà nhiều người đã sử dụng, đó chính là cơ 
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p. 


na khác hấu, rồi xác lộ Và 
của bài toán. Việc nghiên ‹ cứu này nhằm những mục đích thực tiến ; : một sự hiểu 


biết về. các "thao tác của trí óc điển hình trong việc giải toán có thể ảnh hưởng tỐt . 


đến các phương pháp giảng dạy, cụ thể về toán học. 


Tài liệu này là một cố gắng đầu tiên để thực hiện chương trình đó. Ta hãy xét 
xem các mục trong tự điển có thể góp phần vào việc đó như thế nào. 

1. Bảng của chúng tôi nêu lên các thao tác điển hình của trí óc khi giải toán, 
các câu hỏi và câu gợi ý trong bảng chính cũng nhằm vào các thao tác đó. Một số 
câu hỏi đã được mô tả lại trong phần thứ hai và một số khác được giải thích Kĩ 
càng Ở phần 1, có kèm theo ví dụ minh hoạ. 


Khi muốn tìm hiểu một cách đầy đủ hơn về một câu hỏi hay gợi ý nào của 
bảng thì ta phải tra cứu mục tương ứng của tự điển có đầu đề của 15 mục trong 
bảng : Đâu là ẩn ? Có thể thoả mãn điều kiện của bài toán hay không ? Có thể xử 
dụng kết qu từm được hay không : ? 


2. Phương pháp đưa đến lời giải các bài toán nói chung là phức tạp và có nhiều 
khía cạnh khác nhau. Trong 12 đề mục chính của tự điển, chúng ta nghiên cứu một 
cách khá chỉ: tiết một số các khía cạnh đó. 

Khi chúng ta làm việc hãng say thì chúng ta cảm thấy rõ sự tiến bộ, rất sung 

sướng khi tiến bộ nhanh chóng và chán nản khi tiến bộ chậm chạp. Muốn tiến bộ 
. và đạt được kết quả trong việc giải toán thì cái giá là quan trọng nhất. 
- Mục tiến bộ và thành tựu nói về vấn đề đó, bạn nên đọc ngay ẩi. 

Khi ta Biải một bài toán, ta: lần lượt xét mọi khía cạnh của nó, lật đi lật lại vấn 
đề trong trí óc, cần thiết phải biến đổi bài toán. 'Ta có thể biến đổi bằng cách phán 
chia và tổ hợp lại các yếu tố của Đài toán, trở về định nghĩa một số danh từ ; ta 
. cũng có thể sử dụng các phương tiện của phép tổng quát hoá, phép tương tự... 

Ta phải phân biệt cẩn thận các bài toán từn ẩn và các bài toán chứng mình. 
Bảng của chúng ta đặc biệt thích ứng với loại bài toán ban đầu, muốn + dụng nó 
chơ các loại Đài toán sau thì cần phải xét lại, sửa đổi một vài câu hỏi. - 


Trong tất cả các loại bài toán, cần thiết phải sử dụng các kí hiệu thích hợp và 


các hình vẽ. 


3. Phương pháp đưa đến lời giải các bài toán thường xuất hiện với nhiều vẻ 
khác nhau. Trong tài liệu này, chúng tôi không để cập đến tất cả các khía cạnh đó 
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vì chúng tôi nghĩ rằng, trong một quyển sách nhỏ chưa có đủ chỗ để nghiên cứu 
các điểm quan trọng tế nhị hoặc thuộc một phạm vị chuyên môn quá hẹp. 

Một lí luận tạm thời, tuy chỉ là hợp lí thôi, nhưng cũng có giá trị nhất định. . 
trong việc tìm Ta lời giải, nhưng ta không được công nhận nó như một cách chứng 
minh. Mỗi một người cần dự đoán, xây dựng các giả thiết, nhưng còn phải khảo 
sát các giả thiết đó. 

Đối với chúng ta thì việc xét lược đồ lôgic có một ý nghĩa lớn nhưng không 
nên đưa vào các danh từ quá chuyên môn. Chỉ có hai mục nói về các phương điện 
tâm lí ; đó là mục : quyết tâm, h vỌH§, thành công và hoạt động tiểm thức và một 
mục nói về tâm lí động vật (xem : lí luận giật lài). 

Chúng tôi đã nhấn mạnh rằng tất cả các loại bài toán, đặc biệt các bài toán 
thực tiễn và cà những câu đố, cũng thuộc về thuật phát minh. Chúng tôi cũng đã 
nhấn mạnh rằng người nghiên cứu đúng đắn không thể thừa nhận những quy rắc 
vụn năng, thuật phát minh bàn về thái độ, cách xử lí của con người trước các bài 
toán. Điều này ngay từ thời cổ sơ con người hình như cũng đã để cập đến và có lẽ 


è 


đã được phản ảnh trong tỉnh thần các câu tục ngí. 
4. Chúng tôi đã đưa vào tài liệu này một số mục về các vấn để chỉ tiết và giải 
thích khá cặn kẽ về các vấn đề trong phạm vi cần thiết. 

-Một số mục đề cập đến các vấn để chung được trình bày chỉ tiết vì chúng rất 
quan trọng đối với thầy giáo và học trò như mục Páppuýt, lí luận giật lùi, phân 
chứng và chứng minh gián tiếp, quy nạp.và quy nạp toán học, đặt phương trình 
khảo sát thứ nguyên và tại SaO phải chứng minh. Một số mục nhằm phục vụ các 
thầy giáo, chẳng hạn mục bài toán điển hình, chẩn đoán, một số khác nhằm giúp 
các bọc sinh trên trung bình như là người giải toán thông thạo, người đọc sách 
thông mình và nhà toán học tương lai. vs 

Cần để ý rằng, các mục đối thoại giữa thầy giáo và học sinh (mục 8, 10, 18, 
19, 20 và nhiều nơi khác) có thể làm mẫu không những cho thầy giáo khi hướng 
dẫn học sinh mà còn cho cả những người tự học cần giải toán. Mô tả ý nghĩ như 
một cuộc đối thoại với chính mình, điều đó không phải là sai. Những cuộc đối 
thoại nói trên làm nảy sinh ra sự tiến bộ ; người giải toán tự nói với chính mình và 
có thể tiến bộ trong các điều kiện tương tự. | 

5, Chúng tôi sẽ không kể hết tất cả các để mục còn lại mà chỉ nêu ra một vài 
để mục và xếp đặt theo từng chủ đề. 

Một số mục nói về lịch sử như mục Đề-các, Lápmit, Bôndanô, thuật phát mình, 
các dunh từ cũ mới và Páppuýt. 
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- Một số đề mục khác giải thích các danh từ chuyên. môn : giá thiết, hệ quả, 
bổ để. nã" ¬". 1" * 1a. 

6. Thuật phát minh nhằm tổng quát hoá, nhằm nghiên cứu các phương pháp 
không phụ thuộc vào vấn đề cụ thể nào và ứng dụng được cho các loại bài toán. 
Tuy nhiên, về nguyên tắc, tài liệu chỉ trình bày những ví dụ về toán sơ cấp, điều đó 


cũng hạn chế một phần nào việc nghiên cứu của chúng ta, nhưng chúng tôi hi vọng 


là đường hướng chính sẽ không bị ảnh hưởng. Thật vậy, các bài toán thuộc về toắn - 


học sơ cấp cũng khá phong phú và việc nghiên cứu các phương pháp giải những 
Đài toán đó cũng rất lí thú và dễ hiểu. Ngoài ra, các bài toán thực tiễn cùng được 
đề cập, mặc dù chúng được xét ít hơn. Còn về các bài toán thuần tuý toán họe khó 
hơn thì không bao giờ được đề cập đến một cách trực tiếp, nhưng chính đó là hậu 
phương của tài liệu này. Nhà toán học nào có kinh nghiệm muốn đi sâu vào vấn đề 
này thì có thể đễ dàng bổ Sung công việc của chúng tôi bằng những ví dụ trong 
kinh nghiệm bản thân, nhằm tự làm sáng tỏ những vấn đề mà chúng tôi chỉ minh 
hoạ bằng ví dụ sơ cấp. 


Thực hiện Chương trình (đề ứn) 


Phác hoạ một chương trình (đề án) và thực hiện nó cho có kết quả là hai việc 


khác nhau. Với các bài toán thì cũng vậy. Giữa sự phác hoạ (đề án) và sự thực hiện 
đề án đó, tính chất của công việc có khác nhạu. . 


một cái cầu trong khi xây dựng. Khi công việc xây dựng đã tiến hành đến một giải 
đoạn nào đó thì người ta phá dần đi và chiếc cầu tự nó phải đứng. vững. được. 
Tương tự như vậy, khi cách giải đã gần xong thì ta vứt bỏ mọi suy luận tạm thời và 
chỉ là "nghe được" và kết quả phải được trình bày với suy luận chặt chẽ. 


Khi ta phác hoạ đề án: để đưa đến lời giải, ta không ngần ngại gì mà không 


dùng một suy luận tạm thời, có tính chất mò mẫm vì bất cứ điều gì có thể đưa đến 
một ý đúng thì điều đó là chính đáng. Nhưng khi thực hiện đề án thì phải thay đổi 
quan điểm đó và chỉ được thừa nhân những lí do quyết định và chặt chẽ. Kjj thực 


hiện đề án, phải nghiệm lại mọi chỉ tiết. Bạn có thể thấy rõ ràng rằng mọi Chỉ Hết - 


đều đúng đến hay không ? 


Khi lập đề án, ta có thể tự do “mò mẫm” bao nhiêu thì khi thực hiện đề án ta 
phải nghiệm lại cẩn thận bấy nhiêu. : 


2. Ta phải chú trọng đến trình tự phải theo để thực hiện các ch tiết của đề án, - 


" 


nhất là khi gặp một bài toán phức tạp. Không được quên một chi tiết nào, phải hiểu - 
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sự liên hệ của mỗi chỉ tiết với toàn bộ và sự liên hệ giữa các giai đoạn quan trọng 
với nhau. Nếu vậy là ta phải tiến hành có thứ tự. : 

Đặc biệt, khi chưa có đầy đủ lí do để nói rằng các suy luận chính của chúng ta 
là đúng đắn thì không nên vội xét các chỉ tiết phụ. Nếu có một chỗ sơ hở trong ˆ 
toàn bộ thì bà tất phải mất thì giờ để nghiệm lại một chỉ tiết không quan trọng. 

Trình tự mà chúng ta nên theo để khảo sát các chỉ tiết của một bài toán có thể 
rất khác với trình tự mà chúng ta đã tìm ra các chi tiết đó ; và cuối cùng, lúc trình 
bày lời giải trên giấy thì có thể ta lại phải theo một trình tự khác nữa. Trong bộ 
"Nguyên lí” của Ơclit, các ch tiết trong suy luận được trình bày theo một thứ tự 
vững chắc và hệ thống, điều đó đã được nhiều người noi theo, nhưng cũng đã bị 
nhiều người công kích. 


3. Trong tập "Nguyên lí” của Ơclit, mọi lập luận đều đi theo con đường : từ 
các dữ kiện đến các ẩn số trong các bài toán về tính toán, từ giả thiết đến kết luận 
trong các bài toán về chứng minh. Một yếu tố mới như điểm, đường ... đều là hệ 
quả tất nhiên của các dữ kiện hay các yếu tố đã tìm ra từ trước. Mọi điều khẳng 
định mới cũng đều được chứng minh dựa trên giả thiết hay trên các điều đã được 
chứng minh trước đây. Mọi yếu tế mới, mỗi điều khẳng định mới đều được nghiên 
cứu ngay khi chúng mới xuất hiện lần đầu tiên và như vậy chỉ được nghiên cứu có 
một lần. 


Do đó, ta có thể tập trung chú ý vào giai đoạn trước mắt của suy luận mà 
không cân nhìn lại các giai đoạn đã qua hay các giai đoạn chưa đến. Yếu tố CUỐI 
cùng phải nghiệm lại là kết luận của định lí. Nếu mỗi giai đoạn đều thực hiện tốt 
thì toàn bộ suy luận sẽ đứng vững. 


Chúng tôi tha thiết khuyên độc giả nên sử dụng cách trình bày theo lối Oclit, 
mỗi khi cần khảo sắt lại chi tiết các suy.luận. Đặc biệt, nếu nó là suy luận của bản 
thân chúng ta, có khi đài và phức tạp, nhưng đã được khảo sát trong các nét lớn và 
đã đến giai đoạn chỉ cần xét lại các chủ tiết mà thôi thì điều tốt nhất là viết toàn bộ 
suy luận đó theo lối Oclit. 

Ngược lại, khi ta muốn truyền lại lập luận của ta cho một người khác chưa hề 
biết gì về suy luận đó thì cách trình bày theo lối Ơclit không phải bao giờ cũng 
nên theo. Cách trình bày của Ơclit hoàn toàn tốt khi cần nhấn mạnh mỗi điểm 
riêng biệt. Nhưng nó lại không hoàn toàn thích hợp nếu ta muốn nhấn raạnh đến 
mấu chốt của suy luận. Người độc giả thông minh có thể thử lại dễ dàng một giai 
đoạn, nhưng lại rất khó nhìn thấy nguồn gốc, mục đích của từng giai đoạn và sự 
liên hệ của các giai đoạn trong toàn bộ. Đó chính là vì cách trình bày của Oclit đã 
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đi theo một trình tự mà hầu như lúc nào cũng ngược lại với trình tự tự nhiên khi 
sấng tạo (cách trình bày của Ởclit theo trình tự "tổng hợp" một cách chặt chế (xem 
mục Páppuýt, đặc biệt các điểm 3, 4 và 5). 


4. Tóm lại, cách trình bày của Ơclit đi từ dữ kiện đến ẩn số, từ giá thiết đến kết 


luận ; nó là hoàn hảo khi cần nghiệm lại một lập luận về chỉ tiết, nhưng nó không : 


thích hợp lắm khi muốn làm cho người khác hiểu các nét lớn của suy luận. 

Đối với học sinh thì nên khảo sát các suy luận của bản thân mình theo lối 
Ơclit, nghiệm lại mỗi chỉ tiết và đi từ dữ kiện đến ẩn số ; tuy nhiên, cũng không 
nên buộc họ phải nhất thiết theo trình tự đó một cách cứng nhắc. Đối với nhà giáo 
thì không nên trình bày đa số các chứng minh của mình hoàn toàn theo lối Ơclit, 
nhưng cách trình bày này có thể rất bổ ích một khi mà học sinh đã nhờ có hướng 
dẫn mà nắm được ý chính của lời giải. Cuối cùng, chúng ta có thể, trong một 
chừng mực nào đó, tán thành ý kiến của một số tác giả đã sơ bộ phác hoạ ý chính 
một cách trực giác trước khi trình bầy toàn bộ các chỉ tiết theo trình tự Ơclit. _ 

5. Để được bảo đảm chắc chắn về các kết quả của mình, nhà toán học cố gắng 
nhìn thấy các kết quả đó một cách trực giác và đưa ra một suy luận lôgic. Bựn có 
thể nhìn thấy sự đúng đắn của các kết quả đó một cách rỡ ràng không ? Có thể 
chứng mình rằng nó là đúng hay không ?Ở đây, nhà toán học giống như người 
phụ nữ đi mua sắm, khi muốn chắc chắn về phẩm chất của một loại vải thì phải 
nhìn tận nơi và sờ đến thứ vải đó. Trực giác và suy luận lôgic là hai cách khác 
nhau để nhận thức chân lí, cũng tương tự như có hai giác quan để biết một vật : thị 
giấc và xúc giác. | 

Trực giác có thể đi trước và đi trước xa suy luận lôgic. Bất cứ một học sinh 
thông minh nào, tuy chưa học hình học không gian một cách hệ thống cũng đều có 
thể thấy được rằng hai đường thẳng song song với một đường thứ ba thì song song 


với nhau (ba đường thẳng có thể nằm trong một mặt phẳng hay không). Tuy nhiên, - 


để chứng minh điều đó như trong quyền II của bộ "Nguyên lí" của Ơclit, cần có 
chuẩn bị lâu dài, tỉ mỉ, tài tình. 

Việc sử dụng các quy tắc của lôgic và các công thức đại số có thể đi xa hơn 
nhiều so với trực giác. Mọi người (hay hầu hết mọi người) đều có thể quan niệm 
tức khắc rằng ba đường thẳng lấy một cách tình cờ, chia cắt mặt phẳng ra bẩy. 
phần. Nhưng hầu như không một ai có thể thấy được, dù có tập trung tư tưởng đến 
cao độ, rằng năm mặt phẳng lấy tình cờ chia không gian ra làm hai mươi sáu phần. 
Tuy nhiên, ta có thể chứng minh chặt chế rằng con số đó đúng là 26 và cách chứng 
mình cũng không dài và khó lắm. : 
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Khi thực hiện chương trình, chúng ta nghiệm lại từng chỉ tiết một.; muốn thế, 
ta có thể dựa trên trực giác hoặc dựa trên các quy tắc lôgic ; có khi thì trực giác đi 
trước, có khi lại là lí luận lôgic đi trước, cả hai phương tiện đó cũng là một sự tập 
đượt bổ ích và lí thú. Bạn có thể thấy rõ ràng rằng giai đoạn Hước mắt của suy ' 
luận là đúng đắn ? Có, tôi có thể nhìn thấy rõ ràng điều đó ; khi đó trực giác đi 
đầu ; nhưng có thể kết hợp trực giác với suy luận lôgIc 3 Bạn có thể đông thời 
chứng mình bằng suy luận ? ra 

Cố gắng chứng minh bằng suy luận những điều mình đã nhìn thấy bằng trực 
giác, đó là một cách tập dượt về trí óc tuyệt hay. Rủi thay, trong lớp học ta thường 
không có đủ thì giờ để làm việc đó. Ví dụ, ở các mục 12 và 14 là tiểu biểu cho vấn 
để này. 


Tiến tới vò đợt được 


Bạn đã tiến bộ được chút nào chưa ? Kết cục căn bản là như thế nào 2? Đó là 
một câu hỏi mà ta có thể tự đặt ra khi giải một bài toán, hay đặt ra cho học sinh 
khi ta hướng dẫn họ làm toán. Và như vậy, ta dân dần có thói quen nhận xét một 
cách khá chắc chắn những tiến bộ và thành tựu trong những trường hợp cụ thể đó. 
Bước chuyển sang trình bày vấn đề một cách tổng quát không phải là đơn giản. 

Dù sao, muốn trình bày việc nghiên cứu về thuật tìm tòi cho khá đầy đủ thì ta 
phải cố mà nhận thức cho rõ ràng đâu là những nét chính về tiến bộ và thành tựu 
của chúng ta khi giải bài toán. | 

1. Muốn giải một bài toán, ta phải có một số hiểu biết nào đó về chủ đề và 
chọn trong số các kiến thức của ta, cái nào là cần thiết. Sau khi chọn như vậy thì 
quan niệm của ta về bài toán sẽ phong phú hơn lúc đầu nhiễu ; vậy, chúng ta đã 
thêm gì vào đấy ? Đó là những điểu mà ta đã rút ra trong trí nhớ. Muốn có được 
lời giải, ta phải nhớ lại các sự kiện cốt yếu, nhớ lại các bài toán đã giải trước, 
những định lí đã biết, những định nghĩa nếu là một bài toán thuần tuý toán học. Ta 
có thể xem việc rút ra những yếu tố cần thiết từ trong kí ức như là một hình thức 
động viên. 

2. Tuy nhiên, muốn giải một bài toán mà chỉ nhớ lại những sự kiện Tiên 
biệt thì chưa đủ, mà phải tổ hợp chúng lại với nhau cho thích nghỉ với bài toán 
trước mặt. Khi giải một bài toán thuần tuý toán học chẳng hạn, ta phải xây 
dựng từ các vật liệu do trí nhớ đưa lại, một suy luận hoàn toàn thích ứng với 
hoàn cảnh. Sự hoạt động đó gồm có sự làm cho thích nghỉ và tổ hợp, có thể gọi 
là công việc tổ chức. | 
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3. Thực ra, không thể tách rời huy động với tổ chức. Nếu chúng ta tập trung 
suy nghĩ vào một bài toán thì ta chỉ nhớ lại những sự kiện ít nhiều có liên quan đến 


mục đích của ta và chỉ tổ chức các vật liệu mà ta đã nhớ ra và đã huy động được. „ 


Việc huy động và tổ chức là hai mặt của cùng một quá trình phức tạp, quá.. : 


trình này còn bao gồm nhiều mặt khác. 

4. Một phương diện khác của sự tiến bộ là : cách quan riệm của chúng ta thay 
đối. Do những yếu tố mà ta đã nhớ lại được, mà ta đã làm cho thích nghỉ với bài 
toán nên quan niệm của chúng ta về bài toán sau này được phong phú hơn nhiều so 
với lúc đầu. Muốn chuyển từ quan niệm ban đầu sang một quan niệm mới đầy đủ 
hơn, thích hợp hơn, ta phải xét mọi khía cạnh khác nhau của bài toán. Trong thực 
tế, ta không thể nào có được tiến bộ mà không biến đổi bài toán. 


5. Trong quá trình tiến bộ, ta càng ngày càng nhìn rõ dần mục tiêu cuối cùng, 
điều đó chứng tỏ là ta đã đi gần đến mục tiêu. Khi đó, ta càng ngày càng /iên đoán 
được rõ ràng hơn những điều phải làm để đi đến lời giải. Khi giải một bài toán 
thuần tuý toán học, ta có thể trông trước (với ít nhiều may rủi) là có thể dùng một 
định lí nào đó, là có lẽ nên nhớ lại một bài toán nào đó đã giải rồi hay cần thiết 
phải nhớ lại định nghĩa của một danh từ chuyên môn nào đó. Những điều tiên 
đoán này không phải là tuyệt đối mà chỉ thích hợp mà thôi. Ta chỉ chắc chắn sau 
khi có lời giải hoàn toàn ; nhưng trước đó, nhiều khi ta phải bằng lòng với những 
ước đoán. Nếu không nhờ đến những điều nhận xét tạm thời thì không bao giờ ta 
có thể đi đến lời giải chắc chắn được. 

6. Tiến bộ là gì ? Đó là đạt được những kết quả trong việc huy động và tổ chức 
các kiến thức, có được những biến đổi trong quan niệm về các điều cần phải làm 
để đi đến kết quả cuối cùng. Sự tiến bộ đó có thể rất chậm không cảm thấy được, 
nhưng thỉnh thoảng nó lại đột biến thình lình, theo bước nhảy vọt. Sự tiến triển đột 
nghiên đó gọi là một sáng kiến. Sáng kiến là gì ? Đó là một sự thay đổi thình lình 
và căn bản về quan điểm, về cách nhìn vấn đề, về cách thấy trước những giai đoạn 
đưa đến kết quả. : 

7. Các điều nhận xét trên đây tạo thành "hậu trường" của những câu hỏi và 
- điều gợi ý trong bảng của chúng tôi. 

Một số lớn các câu hỏi và gợi ý đó có mục đích trực tiếp là huy động các kiến 
thức cũ. Bạn đế gặp bài toán đó lần nào chưa ? Hay đã gặp nó dưới một dạng hỏi 
: khác ? Bạn có biết „một bài toán nào có liên quan 2 Một định lí có thể sử. đụng 


được ? Xót kĩ cái chưa biết. Thử nhớ lại một bài toán nào quen thuộc có cùng đỉi. 


hay có ẩn tương tự. 
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Có những trường hợp ta ngÏĩ rằng đã thu thập những vật liệu cần thiết và lúc 
đó ta tìm cách tổ chức tốt hơn những điều mà ta đã động viên. Đây là một bài toán 
có liên quan đến bài toán hiện tại mà bạn đã có lần giải rồi. Có thể sử dụng được 
kết quả của nó không ? Hãy sử dụng phương pháp ? Có cần phải đưa thêm một 
yếu tố phụ thì mới sử dụng được không ? | 

Có những trường hợp khác cũng điển hình, trong đồ ta cho là chưa thu thập 


` 


__ được đầy đủ vật liệu. Ta tự hỏi còn thiếu cái gì ? Anh đã sử dụng tất cả các dữ kiện 


hay chưa 2 Đã xét toàn bộ điều kiện chưa. Đã xét đến mọi khái miệm cốt yếu của 
bài toán chưa ? 

Một số câu hỏi có mục đích: trực tiếp làm biến đổi bài toán. Có thể phát biểu 
bài toán một cách khác không ? Một cách khác nữa ? Nhiều câu hỏi có mục đích 


biến đổi bài toán nhờ những phương tiện đặc biệt, như là trở về định nghĩa, sử: 


dụng phương pháp tương ft, tổng quát hoá, đưa về trường hợp đặc biệt, phản tích 
vò tổ hợp lại bài toán. 

Nhiều câu hỏi khác có mục đích gợi ý cách điên đoán tính chất của lời giải 
phải tìm : Có thể thoả mãn được điều kiện của bài toán hay không ? Điều kiện đó 
có đủ để xác định ẩn hay không ? Hay chưa đủ ? Hay là thừa ? Hay mẫu thuẫn ? 

Những câu hỏi và gợi ý trong bảng không đả động đến sóng kiến nhưng thực 
ra tất cả đều nhằm gợi ra sáng kiến. Khi tìm cách hiểu bài toán, thực tế ta đã chuẩn 
bị điều kiện sáng kiến ; khi phác hoạ để án, ta tìm cách làm phát sinh sáng kiến. 
Khi đã phát sinh được một "ý loé sáng" ta ấp dụng nó bằng cách nhìn lại quá trình 
và kết quả của cách giải ta tìm cách khai thác nó đến cùng. 


Tương Tự 


Tương tự là một loại giống nhau. Những vật giống nhau phù hợp với nhau theo 
một quan hệ nào đó trong khi các vật tương tự phù hợp nhau theo những quan hệ 
giữa các phần tử tương ứng. - 

1. Hình chữ nhật tương tự với hình hộp chữ nhật. Thực vậy, những quan hệ 
giữa các cạnh của hình chữ nhật giống như những quan hệ giữa các mặt của hình 
hộp chữ nhật. 


Mỗi cạnh của hình hộp chữ nhật chỉ song song và bằng cạnh đối diện, vuông. 


gốc với những cạnh còn lại. 

Ta quy ước gọi các cạnh của hình chữ nhật là những phần tử biên và cũng gọI 
các mặt của hình hộp như vậy. Khi đó, ta có thể kết hợp hai điều xác nhận trên 
làm một, áp dụng được cho cả hat hình. 
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Mỗi một "phần tử biên" chỉ song song với một phần tử biên khác và bằng phần : 


tử đó, còn thì vuông góc với các phần tử biên còn lại. 


Như vậy, chúng ta đã biểu diễn những quan hệ xác định, chung cho hai hệ. đối - 


tượng mà ta so sánh là các cạnh của hình chữ nhật và các mặt biên của hình hộp, tà 


Sự tương tự giữa các hệ đó là ở tính phổ biến của các quan hệ. 


2. Tư duy chúng ta đầy rẫy những sự tương tự : tiếng"nói thông thường hàng - 
ngày và những sự suy diễn tầm thường, ngôn ngữ của các tác phẩm nghệ thuật và ' 


° 


những thành tựu khoa học cao xa. Mức độ của sự tương tự có thể khác nhau. Người 
ta thường sử dụng những sự tương tự khó hiểu, mơ hồ, không đầy đủ và không hoàn 
toàn rõ ràng, tuy rằng sự tương tự có thể đạt được mức độ chính xác của toán học. 
_ Ta không nên coi thường mọi hình thức tương tự nào, mỗi một sự tương tự đều có 


thể đóng một vai trò nhất định trong việc tìm ra lời giải các bài toán. 


3. Chúng ta có thể coi là may mắn nếu như chúng ta tìm được một bài foán _ 


tương tự đơn giản hơn bài toán đã cho. Ở mục l5, trong bài toán đầu tiên về đường 
chéo của hình hộp chữ nhật ; chúng ta đã đi tới cách giải, bằng cách xét bài toán 
tương tự đơn giản hơn về đường chéo của hình chữ nhật. Ở đây, ta xét thêm một ví 
dụ thuộc loại này. Giả sử, ta phải giải bài toán sau : Háy từn trọng tâm của một tứ 
điện thuần nhất. | ¬ 
| Đây không phải là một bài toán dễ giải nếu như không biết phép tính,tích phân 
. và chút ít cơ học. Nó là một bài toán khoa học nghiêm túc thời Acsimet và Galilê. 

Nếu ta muốn giải bài toán này, trong khi chỉ có những kiến thức sơ bộ tối 
thiểu thì cần phải tìm một bài toán tương tự đơn giản hơn. 

Tự nhiên là chúng ta nghĩ đến bài toán tương ứng trong mặt phẳng. 

Tìm trọng tâm của một tam giác thuần nhất. | 

Đây giờ, ta có hai câu hỏi chứ không phải một. Nhưng trả lời hai câu hỏi này 
còn đơn giản hơn là chỉ trả lời một câu, với điều kiện là hai câu hỏi đó liên hệ với 
nhau một cách hợp lí. | 

4. Tạm thời để hai bài toán ban đầu về tứ diện sang một bên, chúng ta tập 
trung chú ý vào bài toán tương tự về tam giác, đơn giản hơn. Có lẽ tự nhiên chứng. 
ta nghĩ tới nguyên lí sau đây : | bề: 


Nếu một hệ S sâm những hạt có khối lượng sao cho trọng tâm riêng của chúng - 
~ Ỳ ^ ˆ x 3 ` ^ ^Ẻ ~ TT. «Ắ ah 
củn§ năm triển một mặt phẳng thì trọng tâm của cả hệ Š cũng sể nằm trên mặt` 


phẳng đó. 


, Nguyên lí này cho ta mọi cái cần thiết để khảo sát trường hợp một tam giác... lo 
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Thứ nhất, từ nguyên lí trên, fa suy Tả rằng trọng tâm của tam giấc nằm trên 
mặt phẳng của tam giác. Thứ hai, ta có thể coi tam giác gồm những sợi thẳng, mỗi _. 
sợi là một hình bình hành "vô cùng hẹp" có đáy song song với cạnh của tam giắc | 
(cạnh AB trên hình 26). Trọng tâm của mỗi giải (là một hình bình hành bất kì) rõ 
ràng trùng với tâm của nó. Tâm của các giải nằm trên đoạn thắng nối đỉnh €, đối 
diện cạnh AB với trung điểm M của 4 (h. 26). _ `... 

C 





FÁ ——M B 
Hình 26 Hình 27 


Một mặt phẳng bất kì đi qua trung tuyến CM của tam giác sẽ chứa các trọng 
tâm của mọi giải song song tạo thành một tam giác. 

Thành thử, ta đi tới kết luận là trọng tầm của cả tam giác nằm trên đường 
trung tuyến nói trên. 

Cũng suy luận như vậy, tâ thấy trọng tâm của tam giác cũng phải nằm trên hai 
trung tuyến kia, tức là trọng tâm trùng với g!4ø điểm của ba trung tuyến. 

Bây giờ, cần chứng tỏ bằng hình học thuần tuý (không phụ thuộc vào các giả 


^^ + 


thiết cơ học) rằng ba trung tuy€n Cử tam giác cắt nhau tại một điểm. 

-5, Sau khi trường hợp tam giác đã khảo sát thì trường hợp tứ diện cũng không có 
khó khăn đặc biệt gì. Trên đây, chúng ta đã giải một bài toán tương tự với bài đã cho. 
Giải xong bài toán đó, chúng ta đã có trong tay một bài toán mẫu để theo. Trong khi 
giải bài toán tương tự, mà bây giờ ta dùng làm bài toán mẫu, chúng ta đã coi tam giác 
ABC như gồm những sợi song song với một cạnh, 4B chẳng hạn. Bây giờ, ta sẽ coi tứ 
diện ABCD như gồm những Sợi song Song với một cạnh, như ÁB chẳng hạn. : 

Các trung điểm của những sợi tạo thành một tam giác nằm trên một đường 
thẳng, đó là trung tuyến nối trung điểm M của AB với đỉnh đối điện C. 

Các trung điểm của các sợi tạo nên một tứ diện sẽ nằm trên một mặt phẳng đi 
qua trung điểm M của cạnh ÁB và cạnh đối diện CD (h. 27). Ta có thể gọi mặt 
phẳng MCP đó là trung diện của tứ điện. ¬ 
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.. Trong trường hợp tam giác, ta có ba trung tuyến, mà mỗi trung tuyến này đều 
chứa trọng tâm của tam giác. Do đó, ba trung tuyến này phải cắt nhau tại một 
điểm là trọng tâm tứ diện. DYY GÀ j. cà 


6. Như vậy, bài toán tìm trọng tâm một tứ diện đã được giải quyết. Để kết thúc : 


cách giải cần chứng minh thuần tuý bằng hình học rằng sáu trung điện của một tứ . 


điện đồng quy ở một điểm. | | 

Khi giải bài toán tìm trọng tâm một tam giác đồng chất, chúng tả có là, để bổ 
sung cho cách giải cần chứng tỏ rằng ba trung tuyến của một tam giác đồng quy. 
Bài toán này tương tự với bài toán về tứ diện nhưng rõ ràng là đơn giản hơn. 

Một lần nữa, đối với bài toán về tứ diện, chúng ta có thể dùng bài toán tương 
tự về tam: giác, đơn giản hơn dưới đây (bài toán này như giả thiết đã giải). Thực 
vậy, xét ba trung diện đi qua ba cạnh DA, DB, DC có cùng đỉnh chung ÖD. 

Mỗi trung điện này sẽ đi qua trung điểm của cạnh đối diện (chẳng hạn trung 
điện qua ĐC sẽ đi qua Ä⁄, xem h.27). Như vậy, ba trung diện đó cắt mặt phẳng của 
tam giác ABC theo ba trung tuyến của nó. Nhưng ba trủng tuyến này giao nhau tại 
một điểm (là kết quả của bài toán tương tự đơn giản hơn). Giao điểm này, cũng 
như điểm Ð, là điểm chung của ba trung diện. Một đường thẳng đi qua hai điểm 
chung cho ba mặt phẳng, tất nhiên sẽ thuộc cả ba mặt phẳng đó. 


Chúng ta đã chứng minh rằng ba trung diện đi qua đỉnh D chứa một đường thẳng 


chung. Điều đó cũng đúng với những bộ ba trung diện đi qua A cũng như qua Ö và Œ. 

— Bằng cách đối chiếu những sự kiện đó, ta đễ đàng chứng tỏ rằng sấu trung 
diện cùng đi qua một điểm (ba trung diện đi qua ba cạnh của tam giác ABC cắt 

nhau tại một điểm), ba đường thẳng, giao tuyến của từng cặp trung diện một cũng 

đi qua giao điểm đó. Nhưng, như ta đã chứng minh, qua mỗi giao tuyến đó cồn có 

một mặt trung diện nữa đi qua. 


7, Trong những điểm: 5 và 6; chúng ta đã dùng một bài toán tương tự đơn giản - 


hơn có liên quan tới một tam giác để giải bài toán về tứ diện. Tuy nhiên, hai 
trường hợp khác nhau ở một điểm quan trọng. Ở điểm 5, chúng ta đã dùng phương 
pháp của một bài toán tương tự đơn giản hơn và ta đã dập khuôn theo cách đó. 
Trong điểm 6, chúng ta đã dùng kết quả của một bài toán tương tự đơn giản 
hơn mà không cần biết tới làm thế nào để có kết quả đó. Đôi khi, ta còn có thể 
đồng thời dùng phương pháp và kết quả của một bài toán tương tự đơn giản-hơn. _ 


Ví dụ trên chứng tỏ điều đó, nếu chúng ta coi những điểm 5 và 6 như những. 


lai đoạn khác nhau của cùng một bài toán. 


VÍ dụ của chúng ta có tính cách điển hình. Để giải một bài toán, chứng ta_ 
thường dùng một bài toán tương tự đơn giản hơn bằng cách sử dụng hoặc phương . 


pháp, hoặc kết quả của nó, hoặc là cả hai. _ 
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Hiển nhiên là, trong một số trường hợp khó khăn thì có thể có những điều 
phức tạp hơn. Đặc biệt, có thể xảy ra trường hợp là cách giải bài toán tương tự 
không ấp dụng được trực tiếp để giải bài toán cho trước. 

Khi đó, cần phải coi lại cách giải, sửa đổi nó cho tới khi tìm thấy một cách 
giải có thể áp dụng được cho bài toán ban đầu. _o 

§. Luôn luôn nên đoán nhận trước kết quả, hay ít ra một số những đặc điểm 
của nó tới. một chừng mực nào đó. Những sự đoán nhận như vậy thường dựa trên 
cơ sở của sự tương tự. | 

Giả sử, ta đã biết rằng trọng tâm của một tam giác đồng chất trùng với trọng 
tâm của ba đỉnh (tức là ba chất điểm cùng khối lượng, đặt tại ba đỉnh của tam 
giác). Biết điều đó, chúng ta đoán trước được rằng trọng tâm của một tứ diện đồng 
chất trùng với trọng tâm của bốn đỉnh của nó. _ ' 

Sự phỏng đoán đó là một “sự suy luận bằng tương tự". Biết rằng tam giác và tứ 
diện giống nhau về nhiều điểm, chúng ta phỏng đoán rằng chúng còn giống nhau ở 
một điểm khác nữa. 

Thật là ngớ ngẩn, nếu ta coi những sự phỏng đoán có vẻ đúng là hoàn toàn chắc 
chắn, nhưng lại càng ngớ ngẩn hơn nếu ta coi thường những sự phỏng đoán đó. 

Sự suy luận bằng tương tự là một hình thức suy luận thông thường nhất và có 
thể là quan trọng nhất. 

Nó dẫn chúng ta tới những phông đoán ít nhiều thừa nhận được và có thể kiểm 
tra bằng thực nghiệm hay bằng một sự Suy luận chặt chế hơn. Nhà hoá học khi thí 
nghiệm trên các con vật để có thể đoán trước tác dụng của những thí nghiệm đó 
với con người, đã rút ra những kết luận bằng sự tương tự. 

Một cậu bé mà tôi biết cũng làm tương tự như vậy. Người ta mang con chó mà 
cậu bé rất yêu thích đến nhà người thú y, cậu bé hỏi : | ø 

"Người thú y là ai ?". 

"Là người thầy thuốc của những con vật". 

"Nhưng con vật nào là thầy thuốc của những con vật”. 

9. Kết luận rút ra từ sự tương tự ga mội số lớn những sự kiện song song bao 
giờ cũng chắc chắn hơn là kết luận rút ra từ một số ít sự kiện, nhưng ở đây chất 
lượng của chúng còn quan trọng hơn số lượng. 

Một sự tương tự chính xác còn có giá trị hơn là một sự giống nhau mơ hồ : 
những sự kiện sắp xếp có hệ thống gợi cho ta một ý sâu sắc hơn là những sự kiện 
tập hợp một cách ngẫu nhiên. 
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Trên đây (trong điểm 8) chúng ta đã đặt một giả thiết về trọng tâm của tứ diện, 
Giả thiết này dựa trên sự tượng tự : trường hợp tứ diện tương tự với trường hợp tam 
giác. Chúng ta có thể làm cho giả thiết của ta được vững vàng hơn bằng cách xét | 
thêm một trường hợp tương tự, trường hợp một thanh đồng chất. Bằng cách so 
sánh các hình, theo nhiều điểm, chúng ta phát hiện được sự tương tự giữa đoạn 
thẳng, tam giác và tứ diện. 

Đoạn thẳng thuộc về đường thẳng nào đó, tam giác thuộc về một mặt. phẳng, | 
còn tứ diện thuộc về không gian. Đoạn thẳng là một hình một chiều đơn giản nhất, . 
tam giác là một đa giác đơn giản nhất và tứ diện là một đa diện đơn giản nhất. 
Đoạn thẳng có hai phần tử biên không chiều (hai điểm giới hạn), các điểm trong 
của đoạn làm thành một tập hợp một chiều. | 

Tam giác có ba.phần tử biên không chiều và ba phần tử biên một chiều (ba đỉnh, 
ba cạnh), các điểm trong làm thành một tập hợp hai chiều. Tứ diện có bốn phần tử 
biên không chiều, sấu phần tử biên một chiều, bốn phần tử biên hai chiều (bốn đỉnh, 
sáu cạnh, bốn mặt), các điểm trong của nó làm thành một tập hợp ba chiều. ˆ 

Với các số đó, ta hãy lập một bảng. Những số ở các cột biểu diễn số những 
phần tử theo thứ tự có số chiều là không, một, hai và ba ; còn những số trong các 
hàng theo thứ tự ứng với đoạn thẳng, tam giác và tứ diện : _ 

2 1 
3 3 l 
4 6 4 Ỉ | 

Không cần phải thật quen với các hệ số của nhị thức mới biết được bảng trên 
là một phần của bảng Patcan. Chúng ta tìm thấy ở đây một tính quy luật đáng chú 
ý liên hệ giữa các trường hợp đoạn thẳng, tam giác và tứ diện. biện 

10. Nếu chúng ta đã tin chắc rằng giữa các đối tượng mà ta đem so sánh có 
một liên hệ chặt chẽ thì "những suy luận bằng tương tự”, tương tự như trường hợp 
mà chúng ta vừa nói có một giá trị không chối cãi được | 

Trọng tâm của một đoạn đồng nhất trùng với trọng tâm hai đầu mút của đoạn. 
Trọng tâm của một tam giác đồng chất trùng với trọng tâm ba đỉnh của nó, Tại sao 
lại không thể phỏng đoán rằng trọng tâm của một tứ diện đồng chất trùng với 
trọng tâm bốn đỉnh của nó ? | 

Mặt khác, trọng tâm của đoạn thẳng đồng chất chia khoảng cách giữa hai đầu 
mút của đoạn theo tỉ số 1 : 1. Trọng tâm của tam giác động chất chia khoảng cách _ 
giữa một đỉnh bất kì và trung điểm của cạnh đối diện theo tỉ số 2 : 1. Ta không thể 
không nghĩ rằng, trọng tâm của một tứ diện đồng chất chia khoảng cách giữa. một. 
đỉnh bất kì và trọng tâm của mặt đối diện theo tỉ số 3 : Ị. `... 

Dường như những điều trên đây hướng ta nghĩ tới có thể mở rộng những: sự 
kiện đang xét cho trường hợp ø chiều. Dù đúng với ba số chiều đâu tiên (n =:],2; 3) 
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thì khó mà lại không đúng Ÿ 
"suy luận bằng quỷ hạp”; bT 
tương tự một cách tự nhiên. 


Vốn 


(Xem quy nạp và quy nạp toán họ©)......... 

11. Chúng ta chấm đứt mục này bằng các† 
trong đó sự tương tự đạt tới tính chính xác của khái niệm toán học. - 

() Hai hệ đối tượng toán học Š và Š' sao cho những quan hệ xác định giữa các l 
đối tượng của Š tuân theo cùng những quy luật chỉ phối những quan hệ giữa các 
đối tượng của 5“ 

Loại tương tự này có thể được minh hoạ bằng ví dụ đã nêu ở đoạn I1 chỉ cần 
lấy S là các cạnh của hình chữ nhật và Š” là các mặt biên của hình hộp. 

(II) Giữa các phần tử của hai hệ Š và Š” có một sự liên hệ một đối một, bảo toàn 
một số quan hệ nào đó. Điều đó có nghĩa là nếu có quan hệ nào đó giữa các phần tử 
của một hệ thì giữa các phần tử tương ứng của hệ kia cũng có quan hệ đó. Mối liên hệ 
đó giữa hai hệ đối tượng là một loại tương tự chính xác mà ta gọi là sự đẳng cấu. 

(ID Giả sử có một liên hệ một đối nhiều giữa hai hệ § và Š” bảo toàn một SỐ 
quan hệ nào đó. Sự tương ứng được gọi là phép đồng cấu. Nó đóng một vai trÒ 
quan trọng trong nhiều lĩnh vực toán học cao cấp, đặc biệt là trong 1í thuyết nhóm. 
Ở đây, chúng ta không xét nó một cách chỉ tiết, phép đồng cấu cũng có thể coi là 
một loại tương tự rất chính xác. 


Ý chối lọi 


Một "ý hay” hay một sáng kiến, đó là những thành ngữ thông thường diễn tả 
một sự đột ngột đi tới cách giải bài toán, xem TỤC "tiến bộ và thành tựu”. Sự này 
sinh ra một ý chói lọi thì ai cũng đều biết, nhưng mồ tả nó thì thật là khó và cần 
phải nhờ tới uy tín cổ xưa của Aristốt để tìm thấy một cách mô tả rõ ràng. 

Đa số đều đồng ý rằng, Sự nây ra một ý chói lọi phụ thuộc vào Sự "sáng trí” 
của chúng ta. Aristốt đã định nghĩa sự "sáng tr như sau : "sự sáng trí là khả năng, 
bằng cách phỏng đoán, khám phá ra những liên hệ cốt yếu của sự vật trong một 
khoảng thời gian nhỏ không đáng kể. Chẳng hạn, khi anh thấy một người nói với 
một người giầu với một cách như thế nào đó, anh có thể đoán ngay là người ấy có 
vay tiên của người kia. Hay là, nếu anh quan sát thấy phần sáng của Mặt trăng 
luôn luôn ở phía Mặt trời, anh có thể thấy ngay được nguyên nhân điều đó bằng 
cách phỏng đoán rằng Mặt trắng được Mặt trời chiếu sáng”. 

Ví dụ thứ nhất không tôi nhưng tầm thường : SỰ phát hiện về những người giàu 
có và tiên bạc, thực ra không đòi hỏi phải "sáng trí" nhiều : trong trường hợp này; 
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cái nảy sinh ra đó không nên gọi là rất chói lọi. Ngược lại, ví dụ thứ hai gây cho 
mỗi người chúng ta một ấn tượng sâu sắc nếu chún 


của người đầu tiên viết ra những dòng trích dẫn trên. 


Chúng ta nên nhớ rằng vào thời Aristốt, muốn biết 81ờ người ta phải nhìn Mặt nà 
trời và các Vì sao, vì lúc đó chưa có đồng hồ và muốn ra đi về đêm thì phải quan - ' 


tâm đến các tuần trăng vì lúc đó không có đèn lồng ngoài phố. Họ có một sự hiểu 
biết về trời đất tốt hơn nhiều so với người đương thời sống ở thành phố và họ 
không rối trí, lâm lạc về những bài báo quàng xiên, phổ biến môn thiên văn. Họ 
thấy Mặt trăng như một cái đĩa đẹt, cũng như Mặt trời, nhưng ít sáng chói hơn 
nhiều. Hiển nhiên là họ ngạc nhiên khi quan sát thấy hình dạng và vị trí của 


Mặt trăng thay đổi không ngừng. Có khi họ quan sát Mặt trăng vào ban ngày, lúc Mặt 


trời mọc, lúc mặt trời lặn và nhận ra rằng : "phần sáng của Mặt trăng luôn luôn đối 


diện với Mặt trời". Đó là một thành công đáng kể. Sau đó, họ phát hiện rằng những 


hình thái biến đổi của Mặt trăng giống như của một quả cầu khi ta nhìn từ nhiều phía 
mà quả cầu này được chiếu sáng sao cho một nửa thì sáng, một nửa thì tối. 

Họ đã bắt đầu cho rằng Mặt trời và Mặt trăng không phải là những đĩa dẹt mà 
là có dạng của những thể cẩu, một thể chiếu sáng, còn thể kia được chiếu sáng. Họ 
đã nắm được mối liên hệ bản chất của hiện tượng và thay đổi tức khắc "trong một 


khoảng thời gian nhỏ không đáng kể" những quan niệm ban đầu của họ. Trong ý 


nghĩ của họ đã có một bước nhảy vọt ; một ý chói lọi đã đến trong đầu, không thể 
gọi nó là tầm thường được. 


MUỐN GIẢI MỘT BÀI TOÁN, PHẢI LẦN LƯỢT 


Ï— Hiểu rõ bài toán 
H — Xây dựng một chương trình (một dữ kiện) 
~ lìm sự liên hệ giữa các dữ kiện và cái chưa biết (ấn). 
— Có thể phải xét đến các bài toán phụ nếu chưa tìm được trực tiếp sự liên hệ đó. 
— Cuối cùng phải xây dựng được một chương trình, một dữ kiện và cách giải. 
1H — Thực hiện chương trình (đề án) 
IV — Khảo sát lời giải đã tìm được 
| ~ Hiểu rồ bời toán 
Đâu là ẩn ? Đâu lò dữ kiện ? Đâu là điều kiện ? Có thể thoả mãn được điều 


kiện hay không ? Điều kiện có đủ để xác định được ẩn không ? Hay chưa đủ ? 
Hay thừa ? Hay có mâu thuẫn ? 
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8 ta cố đặt nó vào hoàn cảnh - ' 





W2 


-.ị- 


K) 


gí 


— Vẽ hình. Sử dụng một kí hiệu thích hợp. 
_ — Phân biệt các phần khác nhau của điều kiện. Có thể diễn tả các điều kiện đó 
thành công thức không ? 


II - Xây dựng một chương trình 


Bạn đã gặp bài toán này lần nào chưa ? Hay đã gặp bài toán này ở một dạng 
hơi khác ? 

— Bạn có biết một bài toán nào có liên quan Biög ? Một định 1í có thể dùng 
được không ? _ 

— Xết kĩ cái chưa biết (ẩn) và thử nhớ lại một bài toán quen thuộc có cùng ấn 
hay có ẩn tương tự. 

— Đây là một bài toán có liên quan mà bạn đã có lần giải rồi. Có thể sử dụng 
nó không ? Có thể sử dụng kết quả của nó không ? Hay sử dụng phương pháp ? Có 
cần phải đưa thêm một số yếu tố phụ thì mới sử dụng được nó không ? 


— Có thể phát biểu bài toán một cách khác không ? Một cách khác nữa ? Quay 
về các định nghĩa. 

— Nếu bạn chưa giải được bài toán đã đề ra, thì hãy thử giải một bài toán có 
liên quan. Bạn có thể nghĩ ra một bài toán có liên quan mà đễ hơn không ? Một 
bài toán tổng quát hơn ? Một trường hợp riêng ? Một bài toán tương tự ? Bạn có 
thể giải một phần bài toán không ? Hãy giữ lại một phần của điều kiện, bỏ qua 
phân kia. Khi đó, ấn được xác định đến một chừng mực nào đó ; nó biến đổi như 
thế nào ? Bạn có thể từ các đữ kiện rút Tả một yếu tố có ích không ? Bạn có thể 
nghĩ. ra những đữ kiện khác có thể giúp bạn xác định được ẩn không ? Có thể thay 
đổi ẩn, hay các dữ kiện, hay cả hai nếu cần thiết, sao cho ấn mới và các dữ kiện 
mới được gần nhau không ? 


— Bạn đã sử dụng mọi đữ kiện hay chưa ? Đã sử dụng toàn bộ điều kiện hay 
chưa ? Đã để ý đến mọi khái niệm chủ yếu trong bài toán chưa ? 


II - Thực hiện chương trỉnh 


Khi thực hiện chương trình hấy kiển tra lại từng bước. Bạn đã thấy rõ rầng là 
mỗi bước đều đúng chưa ? Bạn có thể chứng minh là nó đúng không ? 


IV —- Khỏo sớt lời giỏi đã fìm được (nghiên cứu cách giới đã tim rd) 


- Bạn có thể kiểm tra lại kết quả ? Bạn có thể kiểm tra lại toàn bộ quá trình 
giải bài toán không ? 
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— Có thể tìm được kết quả một cách khác không ? Có thể thấy trực tiếp ngay 
kết quả không ? 


— Bạn có thể sử dụng kết quả hay phương ĐIẾP đó cho một bài toán. nào 
khác không ? 


PHỤ LỤC 


(Phụ lục này chỉ có trong bản dịch Nga văn. Nó là cải biên bản của Polya). 


Giỏi một bời toán như thế nòo ? 

1. Hiểu để toán. 

2. Tìm con đường đi từ cái chưa biết đến cái đã cho bằng cách xét các bài toán 
phụ, nếu cần ("phân tích"). 

3. Thực hiện ý chính đã có được về cách giải (“tổng hợp”). 

4. Kiểm tra lại lời giải và phê phán. 

+ 


1. Bài toán nói gì ? Cái gì là đữ kiện ? Cái gì phải tìm ? Cái dữ kiện đã đủ để 
xác định được cái phải tìm hay chưa ? hay chưa đủ ? hay thừa ? 


Có thể phát biểu bài toán một cách khác ? 


Có thể tìm quan hệ giữa bài toán đã cho và một bài toán nào WNŠ mà ta đã 
biết cách giải không ? Hay một bài toán mà ta có thể giải dễ dàng hơn ?. 


Phải nhắc lại các câu hỏi này mỗi khi gặp chướng ngại khiến ta phải dừng lại, 
khi giải các bài toán phụ. Ngoài T4, mọi dữ kiện của bài toán đã được sử dụng chưa ? 


2. Phát biểu các quan hệ giữa cái đã cho và cái chưa biết. 


Biến đổi các yếu tố chưa biết : Thử đưa vào các ; ẩn mới, gần các dữ. kiện của 


bài toán hơn. 


Chỉ giải một phần bài toán đã thoả mãn một phần các điều kiện thôi : khi đó - 


cái chưa biết được xác định đến mức độ nào ? (quỹ tích). 
Tổng quát hoá. Cá biệt hoá. Sử dụng sự tương tự. 


3. Kiểm tra lại từng bước, chỉ công nhận những điều thật rõ rằng hay đã được ; 


tính toán thật cẩn thận (Đề Các). 


4. Kết quả có đúng không ? Vì sao ? Có thể kiểm tra được không ? Có con 
đường nào khác để đi đến cùng kết quả đó không ? Có con đường ngăn hơn không ? 
Trên con đường đã đi còn có thể "hái" thêm những kết quả nào khác ? 
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